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Ueber die atmosphärische, vorzüglich 
die terrestrische Refraction, und über 
Refractionscurven im Allgemeinen. 

■ 

Von 

dem Herausgeber. 



Einleitung. 

Die Theorie der atmosphärischen Refraction ist schon sehr 
häutig und mit einem grossen Aufwände von Scharfsinn und ana- 
lytischem Calcul behandelt worden. Im Aligemeinen lassen sich 
aber zwei Hauptrichtungen, welche man hei der Entwicklung die- 
ser in vielen Beziehungen so wichtigen Theorie verfolgt hat, von 
einander unterscheiden, von denen ich die eine mit dem Namen 
der geometrischen, die andere mit dem Namen der physika- 
lischen belegen möchte. Der bedeutendste Repräsentant der 
ersten Richtung ist Lambert, dessen zu damaliger Zeit aller- 
dings sehr elegante »Schrift: Les proprietes remarquables 
de la route de la lumiere par les airs et en general par 
plusieurs milieux refringens spheViqucs et concentri- 
ques, avec la Solution des problemes, qui y ont du rap« 
port, comme sont les re"fractions astronomiques et ter- 
restre s, et ce qui en depend. Par J. H.. Lambert. A la 
Haye. 1758. 8., die auch in einer deutschen Uebersetzung : 
Eigenschaften der Bahn des Lichts. V on J. H. Lambert. 
Berlin. 1772. 8. erschienen ist, nach meiner Meinung auch jetzt 
immer noch Beachtung verdient. Der bedeutendste Repräsentant 
der zweiten Hichtung ist Laplace, welcher bekanntlich im zehn- 
ten Buche der Mecanique Celeste. T. IV. p. 231. die Theorie 
der sogenannten astronomischen und terrestrischen Refraction aus 
dem physikalischen (Gesichtspunkte auf eine höchst scharfsinnige 
und ein wahres Muster für derartige physikalische Untersuchungen 
darbietende Weise behandelt hat ). 



*) In dem Memoire «ur la raesure theorique et experi- 
ntale de la refraction terrestre. avec son application a 

Theil X. I 
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Der geometrischen Behandlung dieses Gegenstandes, wenn 
dieselbe auch allerdings keineswegs so tief in die eigentliche Natur 
desselben einzuführen geeignet ist wie die physikalische Behand- 
lung, scheint mir immer der Vorzug zu gebühren, dass sie sich 
ohne aile hypothetischen Voraussetzungen durchführen lässt und 
nur einige durch die genauesten Versuche mehrerer Physiker aus* 
ser allem Zweifel gesetzte Erfahrungssätze als Grundlagen in An- 
spruch nimmt, überdies aber zugleich zu mehreren auch in geo- 
metrischer Rücksicht interessanten Resultaten führt, und Anfan 
gern in der Astronomie und Geodäsie zugänglicher sein dürfte als 
die Behandlung aus dem physikalischen Gesichtspunkte. Da nun 
di«' Methode, nach welcher dieser wichtige Gegenstand in der oben 
angelTihrten Schrift von Lambert siel] behandelt iindet, t*egefi- 
warhg als \ i rallft /ai betrachten ist, überhaupt auch diese Schrill 
fficfcsichtlicti mref Verständlichkeit Anfängern manche Schwierig- 
keiten darbieten dürfte; so habe icfi vi-rsncht, die Theorie der 
atmo8phärichen Refraction aus dem geometrischen Gesichtspunkte 
in der vorliegenden Abhandlung einer ganz neuen Behandlung zu 
unterwerfen, und dabei namentlich auch einige allgemeine Eigen- 
schaften der Refractiönscorven deutlich hervorzuheben und streng 
zu beweisen. Bemerken muss ich jedoch, dass ich bei dieser Un- 
tersuchung mein Augenmerk hauptsächlich auf die sogenannte ter- 
restrische Refraction gerichtet habe, weil die astronomische Re- 
fraction überhaupt schon öfter und tiefer eingehend als jene behan- 
delt worden ist. Auch muss ich offen gestehen, dass es mir 
immer wenig naturgemJUss geschienen hat, die terrestrische Refrac- 
tion bloss dem Horizontalabstande der beiden Stationen oder dem 
von deren Vertikalen am Mittelpunkte der Erde eingeschlossenen 
Winkel, ohne alle Rücksicht auf die Zenithdistanz, proportional 
zu setzen, wie gegenwärtig wach Lambert (a. a. O. p. 75. 
Theoreme XXVIII.) und La place (a. a. O. p. "278.) allgemein 
geschieht Ja ich bin selbst der Meinung, dass die gering« Ueber- 
exnstimmung in den von verschiedenen Gelehrten bestimmten 
Werthen des Coefficienten der terrestrischen Refraction *) nicht 
bloss, wie gewöhnlich behauptet wird, der grossen Veränderlich- 
keit der Luftbeschaffenheit in den der Erde näher liegenden 
Schichten der Atmosphäre, sondern zum Tbeil gewiss auch der 



* 



la dlterm ination exacto de« difflrences de niveau, d'apres 
les Observation« des distances zdnitlialesvimples ou r < < i 
proqnes. Par M. Biot. Paris. 1842. 8., der neuesten mir bekann- 
ten Schrift Atter diesen Gegenstand, schlreest sich der Verfasser in den 
Grundlehren und im Princip an La place an. Jedenfalls aber verdient 
diese Schrift über die physikalische Theorie der Refraction Beachtung 
und allgemeiner bekannt zu werden, als sie bis jetzt geworden zu sein 
'leint. 

•) Den Coefficienten der terrestrischen Strahlenberechnung setzen 
die Engländer . . .• . . |» ; . . 0,2000, 

die Franzosen . . . '. 0,1600, 

Corabcuf 0,1285, 

die ostpreussische Gradniessung . . 0,1370, 

Gauss 0,1306, 

Strnve 0,1237. 
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Mangelhaftigkeit der Theorie der terrestrischen Refraction und 
manchen Auslassungen, welche man sich bei der Entwicklung 
derselben gestattet hat, anheim fallt. In der That »erden auch, 
wie ich wenigstens bofle, die in dieser Abhandlung gegebenen 
Entwickelungen deutlich in's Licht setzen, dass nicht bloss die 
astronomische, sondern allerdings auch die terrestrische Refraction 
auf eine bestimmte Weise von der Zenithdistanz abhängt, und 
dass die vorher erwähnte gewöhnliche Annahme, nach welcher 
dieselbe bloss dem Horizontalabstande der beiden Stationen oder 
dem von deren Vertikalen am Mittelpunkte der Erde eingeschlos- 
senen Winkel* proportional sein soll, nur als eine rohere Annähe- 
rung betrachtet werden rouss. Daher bin ich auch der Meinung, 
dass eine neue, auf eine möglichst grosse Anzahl genauer Beob- 
achtungen gegründete Bestimmung des CoeflBcienten der terrestri- 
schen Refraction, mit Anwendung der in dieser Abhandlung ent- 
wickelten Formeln und gehöriger Berücksichtigung der Zenith- 
distanzen, so wie dieselben in diesen Formeln hervortreten, ferner 
auch mit strenger Rücksicht auf den zeitigen Stand der meteoro- 
logischen Instrumente, Bedürfnis** ist und Noth thut, und stehe 
nicht an, hier den Wunsch auszusprechen, dass ein mit allen 
nöthigen Hülfsmitteln gehörig ausgerüsteter, in einer zu solchen 
Beobachtungen geeigneten Gegend wohnender Gelehrter sich die- 
ser Untersuchung unterziehen , oder eine gelehrte Gesellschaft oder 
eiue Regierung dieselbe zu veranlassen sich geneigt fühlen möchte, 
da mir selbst in dem hiesigen völligen Flachlande jede Gelegenheit 
zur erfolgreichen Durchführung derselben mangelt. 

Was ich ausser der vollständigem Behandlung der terrestrir 
sehen Refraction am Schluss dieser Abhandlung noch über die 
astronomische Refraction gesagt habe, ist nur der Vollständigkeit 
wegen und Anfängern zu Liebe beigefügt worden, und hat keines- 
wegs den Zweck, diesem schon so vielfach und in vielen Bezie- 
hungen mit so glücklichem Erfolge behandelten höchst wichtigen 
Gegenstande eine neue Ansicht abzugewinnen, oder denselben auf 
irgend eine Weise einen Schritt weiter zu fuhren. Hierüber findet 
man Alles, was zu wissen wünsch enswerth sein kann, in Lapla- 
ce's berühmtem Werke, und in Bessel's, Carlini's und an- 
derer Astronomen allgemein bekannten Schriften. 



Erfahrungssätze. 

Wir werde» im Folgenden bei der, Eutwickelung der Theorie 
der atmosphärischen ReTraction von einigen Erfahrungssntzen aus- 
gehen, deren Richtigkeit durch viele mit grosser Sorgfalt und Ge- 
nauigkeit von mehreren Physikern angestellte Versuche als aus- 
ser allem Zweifel gesetzt betrachtet werden kann. Diese Sätze 
wollen wir, um eine sichere Grundlage für das Folgende zu ge- 
winnen, jetzt hier in der Kürze zusammenstellen, wenn dieselben 
auch allgemein bekannt sind, und sich in jedem etwas vollständi- 
gem physikalischen Lehrbuche sämmtlich linden. 

I. 

Der erste dieser Sätze ist das bekannte Fundamentaltheoreni 
der gesammten Dioptrik, dass nämlich für jede zwei brechende 
Körper das Verhältniss des Sinus des Einfallswinkels und des 
Sinus des Brechungwinkels zu einander constant ist, und dass 
dieses Verhältniss jederzeit seinen reeiproken Werth erhält, wenn 
die beiden brechenden Körper mit einander verwechselt werden. 
Wird also für zwei brechende Körper überhaupt der Einfallswin- 
kel durch w, der Brechungswinkel durch w' bezeichnet, und 

sin co 

-. ,—n 

sin od' 

gesetzt, so ist die Grösse w, welche bekanntlich der Brechungs- 
exponent für die beiden in Rede stehenden brechenden Körper 
genannt wird , constant oder verändert ihren Werth nicht, wie sich 
auch die beiden Winkel cd und <*>' ändern mögen. Werden aber 
die beiden brechenden Körper mit ei?iander verwechselt, so erhält 
der Brechungsexponent seinen reeiproken Werth, und wird also 

in der vorhergehenden Bezeichnung durch den Bruch — dargestellt. 

Auch hat die Erfahrung gelehrt, dass der Brechungsexponent immer 
grösser oder kleiner als die Einheit ist, jenachdem der Strahl aus 
einem dünnem in einen dichtem, oder aus einem dichtem in einen 
dünnern Körper übergeht. Im ersten Falle ist also jederzeit der 
Einfallswinkel grösser als der Brechungswinkel; im zweiten Falle 
ist dagegen der Einfallswinkel immer kleiner als der Brechungs- 
winkel. ^ 

II. 

Ferner haben die Versuche gelehrt, dass, wenn A und ß 
zwei einander berührende, von parallelen Ebenen begranzte brechende 
Körper sind, und ein Strahl aus der Luft in den Körper A, hier- 
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auf aus dem Körper A in den Körper B, und dann aus dem Kör- 
per B nieder in die Luft übergeht, jederzeit der erste einfallende 
und der letzte ausfahrende Strahl, die beide in der Luft liegen, 
einander parallel sind. Bezeichnen wtr also den Einfallswinkel 
und den Brechungswinkel für die Luft und den Körper A durch 
co und fär den Körper A und deu Körper B durch w' und <o", 
für den Körper B und die Luft durch co" und w, wobei man nicht 
zu übersehen hat, dass die Körper A und B nach der Voraus- 
setzung von parallelen Ebenen begränzt werden und der erste ein- 
fallende und letzte ausfahrende Strahl einander parallel sind, die 
entsprechenden Brechungsexponenten aber durch m, k, w; so ist 
nach I. 



sin co sin co' , sin w" 



/ — 1 — Mt , •* « — k , . » • 

sin co' sin co sin co 1 

also, wenn man diese Gleichungen in einander multiplicirl : 

mkn = l , 

oder 

l 1 1 

ä= — = - :m, 

Ml» « 

wo mi der Brechungsexponent lur Luft und den Körper A, ferner 
— der Brechungsexponent für Luft uud den Körper B, endlich k 

der Brechungsexponent fiir die Körper A und B ist. Dies hat 
überhaupt auf den folgenden, auch noch durch viele andere Ver- 
suche ausser allem Zweifel gesetzten Satz geführt: 

Wenn für die beiden brechenden Körper A und Z?der Brechungs- 
exponent X, für die beiden brechenden Körper ^4 und C derBrechungs- 

u 

exponent p ist, so ist jederzeit j der Brechungsexponent für die 

beiden brechenden Körper B und C. 

Namentlich ist die Richtigkeit dieses Satzes auch in allen den 
Füllen, wo A der leere Raum ist, und B und C verschiedene 
Luftarten oder Gasarten sind, durch Versuche ausser allem Zwei- 
fel gesetzt worden. 

in 

Wenn wir die Dichtigkeit der atmosphärischen Luft bei der 
Temperatur 0 und dem barometrischen Drucke O 7 »^ als Einheit 
der Dichtigkeiten der atmosphärischen Luft annehmen ; so ist nach 
allgemein bekannten physikalischen Gesetzen die Dichtigkeit der 
atmosphärischen Luft bei der Temperatur / nach dem Centesimat- 
thermometer und bei dem in Metern ausgedrückten barometrischen 
Drucke 6: 

6 

<K76. (1+0,0037577)' 

Bezeichnen wir nun den Brechuugsexponenten für den leeren 
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Raum und atmosphärische Luft bei der Temperatur t und dem 
barometrischen Drucke b durch n, so zeisren bei verschiedenen 
Temperaturen und Barometerständen angestellte Versuche, das« 
<!er Quotient 



76. (1+0,00375. ty 



oder der Bruch 



0»', 70.(1 + 0,00375 . t) (n*—l) 
b 



sehr nahe eine constante Grosse ist, d. h. dass die Grosse ?i* — l r 
welche man gewöhnlich die brechende Kraft tu nennen pflegt, 
der Dichtigkeit der Luft proportional, oder dass der Quotient der 
brechenden Kraft durch die Dichtigkeit der Luft, welchen man 
gewöhnlich das Brechungsver mögen zu nennen pflegt, eine 
constante Grösse ist. Bezeichnen wir also, dies vorausgesetzt, 
den Brechungsexponenten für den leeren Raum und atmosphärische 
Luft bei der Temperatur 0 und der Barometerhöhe 0 m ,/6 durch 
N, so ist w = iVfür t=0 und 6=0*76; folglich, weil der obige 
Bruch eine constante Grösse ist: 

0".70.(H- 0,003r5,Q(»»-l) ^ 

h ' 
also, wie man hieraus leicht findet: 



V H .q + 9,00375. p 1)^ 

b 

mittelst welcher Formel der Brechungsexponent ftlr den leierei 
Raum und atmosphärische Luft bei der Temperatur 0 und de 
Barometerhöhe 0 m ;76 aus den durch unmittelbare Versuche be 
Stimmten Werthen des Brechungsexponenten n für den leerei 
Raum und atmosphärische Luft bei der Temperatur t und Buxe 
meterhöhe b berechnet werden kann. 

Nach Biot ist bis auf sieben Decimalstellen genau 

N = 1,0002943 

und 

W- 1=0,0005888. 
Aus der obigen Gleichung zwischen ri und N folgt auch 



n ^Ö^Ö. (1 + 0,00375.*)' 

d. i., wenn wir die Dichtigkeit der atmosphärischen Luft bei 
Temperatur t und der Barometerhöhe b durch D bezeichnen, \v 
nach dem Obigen 
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0™,76. (1 + 0,00375.«) 

Mi 

oder, wenn wir der Kürze wegen r • 

K=l$*~ 1 = 0,0098888 
setzen, wo also AT eine constante Grösse ist: 

Ist w x der Brechungsexponent ffir d^n leeren Raum uiid at- 
mosphärische Luft von der Dichtigkeit Ä , so ist ,nacb der vor- 
hergehenden Gleichung 

also ist nach II. li " 

iti Vi + KÖj 4 /" l'-f KD X 

der Brechungsexponent för atmosphärische Luft von der Dichtig- 
keit D und atmosphärische Luft von der Dichtigkeit D x . 

Dies sind die Erfahrungssätzc, welche wir unserer folgenden 
Entwicklung der Theorie der atmosphärischen Refraction zum 
Grunde legen werden. 

* 

■ i . .... 

■ . * ' . • ■ \ { 



• • ■ 



, ;•*<* .1 '. <• ■ ■'. . .; i ..i •».• ! ••» : 

* ■ f * ■ t > i m ä 



r 

f • ' • ■ n ' ;> • ; 

■ 

... 



i> ' : 
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V. • 



En t Wickelung des allgemeinen Begriffs der 
Refractionscurven. 

In Taf. I. Fig. 1. sei C der Mittelpunkt der Erde, welche wir 
hier als eine Kugel betrachten. Die Atmosphäre der Erde denke 
man sich von dem Punkte $ in derselben an . bis zu der Oberfläche 
der Erde in n mit der Oberfläche der Erde coucentrische Schich- 
ten von gleicher Hohe eingetheilt, und nehme in jeder dieser 
Schichten die Luft als gleichförmig dicht an. Die Brechungsex- 
ponenten für den leeren Raum und die Luft in der 

lsten, 2teq, 3ten, 4ten,.... «ten 

Schicht von oben nach unten seien respective 

> ^3» ^3» A4,.... i«. 

p 

Stellen wir uns nun vor, dass ein von dem Punkte * in der 
Atmosphäre ausgehender Lichtstrahl nach und nach bei den 
Punkten : . ! 



respective in die 



*1 » *2 y *3 > *4 >••••*!»— 1 

* I 1 * 
, . ,5. 



2te, 3te, 4te, 5te,....wte 

Schicht ubergeht, und bei dem Punkte s n an der Oberfläche der 
Erde anlangt, so wird wegen der bekanntlich von oben nach unten 
hin wachsenden Dichtigkeit der Luft in der Atmosphäre der Erde 
der ganze Weg 

des Strahls nach dein Erfahrungssatze I. offenbar eine nach der 
Oberfläche der Erde hin concave gebrochene Linie sein, wobei 
man nur nicht zu übersehen hat, dass die in der Figur von dem 

Mittelpunkte C der Erde nach den Punkten t l9 j a , 13, * 4 , s n -! 

gezogenen geraden Linien die diesen Punkten entsprechenden 
Einfallslothe sind. Bezeichnen wir nun bei den Punkten 



*i » *a» *s » *4,"..j 
die Einfallswinkel und Brechungswinkel respective durch 

und 

£1 1 tu £3 > £*> ••••£n-i ; 
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so haben wir, weil nach dem Erfabrungssatze II. die denselben 
Punkten entsprechenden Brechungsexponenten 

^2 ^3 ^4 ^5 ^» 
V V V V " ln-i 

sind, nach dem Erfabrungssatze 1. die folgenden Gleichungen: 



sinzt 








sin z 2 




sink 


~V 


sin z 3 




ein £j' 


~V 


sir>x 4 


h 


sink" 





u. s. w. 

r * » * 

Sin Zn-! _ 

sin^-A«-!* 

Multiplicirt man aber alle diese Gleichungen in einander und hebt 
auf, was sich aufheben lässt, so erhält man die Gleichung: 

- sini| sinr 2 sini3 sini 4 ....sin2 n -i An 
sin ti singj sin & sin £4.... sin fn— 1 ~~ l l ' 

Bezeichnen wir nun noch analog mit dem Vorhergehenden 
die in den Punkten s und s n von den Strahlen ssi und s n —i*n mit 
den von dem Mittelpunkte C der Erde nach den Punkten s und 
Ja gezogenen Einfallslosen eingeschlossenen spitzen Winkel 
respective durch £ und z n ; so haben wir in den Dreiecken 

tCSgt SgCsfyy S%Cs$ , ^Cjf^, ....Jn — j du 

nach einem bekannten trigonometrischen Elementarsatze die fol- 
genden Proportionen : 

sin £: sin*! = C*i : C*, 
sin & : sin Zjj = Or a : , 
sin & : sin z 3 = C$ 3 : 6*3, 
sing,:sinz 4 =d 4 :Cs8, 
u. s. w. 

sini^.'sinzn-^&i^ ; ,. 

1 sin tn-i : sin Zn = Cf» : C*n-i ; 

ws denen sieb auf der Stelle durch Zusammensetzung die Pro- 
portion I 



Digitized by Google 



10 



1 sitt Jsin^j siii^sin^....sittfei- 2 sniSn— | 

: sin z 4 sin^ slrt z 3 sin z 4 ....sin in— i sin r n = CtniCs, 



oder die Gleichung 



^ sin z x sin s^sin z 3 sin r^... sin z»— t ginzg ^ Ü$ r 
' sin §1 sin ^sin f 3 sin sin £ n — i sin £ ßto 

ergiebt. Aus der Vergleichung der Gleichungen 1) und 2) mit 
einander erhält man aber auf der Stelle die Gleichung 

« 

A n sinz„ Ct 



oder die Gleichung 



Xi ' sinf Cs n ' 



sin g In Cs n 

' sinz» ^ ' Cs' 



Denken wir uns nun noch von dem Mittelpunkte der Erde auf die 
gehörig verlängerte Linie ss t ein Perpendikel gefällt, und bezeich 
nen dasselbe durch P, so ist 

ti{ . • sin£= ** ; 

r • * * » i C Vi 

also nach der Gleichung 3) offenbar 



P _U r 



, , sinz» A x 

und folglich , wenn wir den Erdhalbmesser Csn durch a bezeichnen : 

4) Psrsaj-sinz». 

Denken wir uns jetzt, dass die Anzahl n der gleich hohen 
Schichten, in welche wir die Atmosphäre von dem Funkte s hin 
zum Punkte s a , d. h. bis zur Oberfläche der Erde, getheiit haben, 
in's Unendliche wächst, so geht die gebrochene Linie 

$$\ 52*3 S± .... i« 

in eine stetig gekrümmte Linie über; P geht in das von dem 
Mittelpunkte C der Erde auf die Berührende dieser Curve in dem 
Punkte s gefällte Perpendikel, und der Winkel z» geht in den von 
der Berührenden dieser Curve in dem Punkte s n » wo sie die Ober- 
fläche der Erde trifft, mit dem von dem Mittelpunkte der Erde 
nach dem Punkte s n gezogenen Einfallslothe eingeschlossenen 
spitzen Winkel, welchen wir im Folgenden durch Z bezeichnen 
wollen, über; ferner gehen Xi und X n respective in die Brechungs- 
exponenten für den leeren Raum und die atmosphärisch« Luft in 
dem Punkte s, und für den leeren Kaum und die atmosphärische 



Digitized by Google 



11 

Luft in dem Punkte s n , d. h, an der Erdoberfläche, Welche wir 
im Folgenden restoecfive durch X und L bezeichnen wollen , Aber, 
ood es ist also nach der Gleichung 4) , Wenn jetzt P das vort dem 
Mittelpunkte C der Erde auf die dem Punkte s entsprechende 
Berührende gefällte Perpendikel bezeichnet, für ein unendlich 



eros.se» 7i : 



5) P^n^sinZ, 



welche Gleichung a'so eigentlich die Gränz<;leichutig ist?, der sich 
die Gleichung 4) bis zu jedem beliebigen (Jrade nähert, Wenn die 
ganze Zahl n ins Unendliche wächst. 

Auf der Stelle erhellet aber, dass bei der vorhergehenden 
Betrachtung für den Punkt s auch jeder andere Punkt der zwischen 
den Punkten s und s n liegenden atmosphärischen Refractionscurve 
gesetzt werden kann, so dass also die Gleichung 5) überhaupt 
für jeden Punkt dieser Curve gilt, was einer weiteren Erläuterung 
nicht bedürfen wird, da es sich aus der vorhergehenden Betrach- 
tung ganz von selbst ergiebt. 

• * * t % 1*0 ■ • 1 I 

Ueberlegen wir nun, welche Grössen in der Gleichung 5) 
constant und variabel sind , sd fällt auf der Stelle in die Augen, 
das* natürlich bloss für dieselbe atmosphärische Refraottons? 
curve die auf den an der Oberfläche der Erde liegenden coo* 
stanten, vorher durch t n bezeichneten Punkt sich beziehenden 
Grftssen <z, h\ Z constant, dagegen die auf den vorher! durch s 
bezeichneten veränderlichen Punkt der Cürve sieh beziehenden 
Grössen X, P variabel sind. Setzen wir also der Kürze wegen 



- 



» ; 1 ! 6) |iÄ±<t£sinZ, .. m! 



wo p eine für dieselbe Refractionscurve constante Grosse ist, 
wegen seiner Abhängigkeit von dem Winkel Z aber natürlich für 
verschiedene Refracüoriscurven seinen Werth ändert, sp ^n^U 
die Gleichung 5) die Form 

7) P=\. 

Der Brechungsexponent X für den leeren Raum und die Luft 
in dem als ein Repräsentant aller Punkte der Refractionscurve zu 
betrachtenden Punkte s derselben, und also auch der reeiproke 

] 

Brechungsexponent für den leeren Raum und die Luft in diesem 

Punkte, hängt nach dem Erfahrungssatze III. bloss von der Dich- 
tigkeit der Luft in dem Punkte s ab, und diese Dichtigkeit hängt 
nach Gesetzen, welche wir hier als aus der Physik bekannt vor- 
aussetzen müssen, und gewiss auch als bekannt vorauszusetzen 
berechtigt sind, wieder bloss von der Höhe des Punktes s über 
der Oberfläche der Erde, oder, was natürlich im Wesentlichen 
ganz dasselbe ist, von der Entfernung dieses Punktes von dem 
Mittelpunkte der Erde ab. Also hängt auch der reeiproke Brechungs- 
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exponent für den leeren Raum und die atmosphärische Luft in 

dem Punkte s bloss von der Entfernung dieses Punktes von dem 
Mittelpunkte der Erde ab, so dass also, wenn wir die Entfernung 
des Punktes $ vom Mittelpunkte der Erde durch u bezeichnen, 

8) \ 

wo f(u) eine bloss von u als unabhängige veränderliche Grösse 
abhängende Function bezeichnet, gesetzt werden kann. Und unter 
dieser Voraussetzung erhält nun die für alles Folgende sehr wich- 
tige Gleichung 7) die Form 

9) P=iif(u). 

Diese Betrachtungen führen uns auf den folgenden allgemei- 
nen Begriff einer besondern Klasse von Curven , welche wir über- 
haupt mit dem Namen Refractionscurven zu belegen für zweck- 
mässig halten. 

Eine Refr actionscurve heisst jede Curve von sol- 
cher Beschaffen!) eit, dass man das von einem gegebe- 
nen bestimmten Punkte, welcher der Pol der Kefrac- 
tionscurve genannt werden soll, auf ihre Berührende 
in einem beliebigen ihrer Punkte gefällte Perpendikel 
jederzeit erhält, wenn man eine bloss von der Entfer- 
nung dieses Punktes der Refractionscurv e von ihrem 
Pole als unabhängige veränderliche Grösse abhängende 
Function mit einer Grösse m ultiplici rt, welche für d ie- 
selbe Refractio nscur ve — d. h. für alle Punkte dersel- 
ben — constant ist, für verschiedene Refractionscur- 
ven aber ihren Werth ändert. 

Von diesem allgemeinen Begriffe ausgehend, wollen wir nun 
zuvörderst im folgenden Abschnitte einige merkwürdige geometrische 
Eigenschaften aller Refractionscurven entwickeln. 
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Allgemeine geometrische Eigenschaften der 

Refractionscurven. 

Wir wollen den Pol der Refractionscurve im folgenden als 
den Anfang eines rechtwinkligen Coordinatensystems annehmen, 
und die Coordinaten eines beliebigen Punktes der Refractionscurve 
in Bezug auf dieses System durch x, y bezeichnen. 

Bezeichnen wir nun die veränderlichen Coordinaten durch X, 
Y; so ist nach den Principien der analytischen Geometrie 

10) Y-y= h £{X-x) 

die Gleichung der Berührenden der Refractionscurve in dem 
Punkte (xy). Bringt man diese Gleichung auf die Form 



so ergiebt sich, wenn P seine ihm im vorhergehenden Abschnitte 
beigelegte Bedeutung auch jetzt behält, und folglich das von dem 
Pol oder Anfange der Coordinaten auf die durch die Gleichung 
10) oder 11) charakterisirte Berührende gefällte Perpendikel be- 
zeichnet, aus einer andern bekannten Gründformel der analytischen 
Geometrie auf der Stelle die Gleichung 

12) P*- 



wobei man nicht aus den Augen lassen darf, dass der Pol als An- 
fang der Coordinaten angenommen worden ist. Also haben wir 
nach dem im vorhergehenden Abschnitte entwickelten allgemeinen 
Begriffe der Refractionscurven, wenn auch die Symbole u und u 
ihre ihnen dort beigelegten Bedeutungen behalten, .die folgende 
Gleichung : 

<y-*|)' 
13 > — t£^=^A«)) 2 > 



i + 



oder, weil bekanntlich 



14) w = VW.y* 
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ist, die Gleichung 

»+(1) 

Die Gleichung 13) bringt man leicht auf die Form 

■ 

und erhält ferner, wenn man diese Gleichung in Bezug auf 

als unbekannte Grösse wie eine gewöhnliche quadratische Glei- 

By 

chung auflöst, nach einigen leichten Reduktionen für ^ den Aus- 
druck: 

Weil aber . 

{^-^(/•(«)) a }ly*-^(A«)) 2 ! 
=*V-^ a (^ a + yWC«)) 2 *^/^))*, 

,r * ,, 1 

un<l folglich nach 14) 

^fi*(A»))*)1y 9 -~P' (A*)) 2 } 

= äV-^(/(«))» {u»-^(A«)) 2 } 
ist, so ist lV • 

■ 

Hieraus ergiebt sich aber ferner mittelst leichter Rechnung 
mit gehöriger Beziehung der obern und untern Zeichen auf da» 
obere und untere Zeichen in der vorhergehenden Gleichung 18) : 

19) 3T— *«-^ (Atl)) i 



und 



20) 

- (/"(«))* T M r* ' ' 
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wobei man immer Sb Gleichung 14; gehörig zu berücksichtigen 
hat. Ferner erhält mau auch ieicht 

*+m 



oder 



'+(!)" 



= ftVfA« )? + V^/fo ) V ^-^(/W + :r '{tt«-f** (/•(«))*} 

|a*-(i 2 (A«)) , P 

also offenbar 

Weil aber nach 13) 

- 



22) 1 + 



(ET- 



*♦/■(«)' 

ist, so ist auch > 

' [ rf(u) ) -I * 9 -f* 9 (/W) 2 » ' 
Weil nach 14) 

ist, so ist, wie man leicht durch Differentiation nach x findet: 

- ölt ^da: X $dx 



Der Differentialquotient der Grosse 



. . » . . . , < 



► 

[■Bezug auf x als unabhängige veränderliche Grösse ist, wie 
|«n nacn einigen leichten Reductionen findet: 
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und der Differentialquotieut von f 2 (f(u))* in Bezug auf x als un- 
abhängige veränderliche Grosse ist nach den Principien der Diffe- 
rentialrechnung : 

d. i. in der bekanuten Bezeichnung der Differentialquotienten als 
derivirte Functionen und nach 24) : 



wrw — — . 

w 

Also haben wir wegen 13) die Gleichung: 
aus jier sich 

25) a.-j^säcö.iitft)^ 

oder, weil nach 13) 

26) 0 ^ 



i8t ' 

und folglich auch 



t i 




uf(u) 

(fty <■' ' du 

ergiebt. 

_ Bezeichnen wir jetzt die Coordinaten des Mittelpunkts deö 
Urummungskreises der Refractionscurve in dem Punkte (xy) der- 
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selben durch p, q t und den Halbmesser des Krümmuneskreises 
oder den demselben Punkte entsprechenden Krümmungshalbmes- 
ser durch r; so ist nach den Principien der analytischen Geome- 
trie bekanntlich 



29) 



dx 



■+(!)* 

9 = jf + 



und 



Also ist nach 28): 



31) 



^ /^Ä 1- ' 



und folglich, wenn man für 

ihre Ausdrücke aus 18) und 19) in diese Formeln einführt: 
p==x «_ ^J:^)V r ^fi 2 (/-(«)) 2 

q = f/ + _ M * a -f*(/dO) a 

f»/"(«; f^/(?0 + .t;V1^^(/ , (M)) a ' 

Ferner ist nach 30) und 27) : 

••+(»■' 



32) 



d. i. 

Theil X. 
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und folglich nach 13) \ 



d. L . ) 

Weil in der Atmosphäre der Erde die Dichtigkeit der Luft 
abnimmt, wenn die Entfernung vom Mittelpunkte der Erde, d. i. 
die Grosse u, zunimmt, so nimmt nach dem Erfahrungssatze III. 
die Grosse X ab , wenn u zunimmt. Also nimmt 

( ■ i 
/•(«> = r , 

zu, wenn u zunimmt. Fojglich ist der Differenzenquotient 

du ' 

und also offenbar auch die Gränze, welcher derselbe sich nähert, 
wenn du sich der Null nähert, d. h. der Differentialquotient 

stets eine positive Grösse; und weil nun offenbar auch u und 

u~aL sinZ 

positive Grössen sind, so ist nach 33) für die Erdatmosphäre 

34) r — —Frr\- 

Die Gleichung der durch den Pol oder den Anfang der Coor- 
dinaten und den Punkt (xy) der Refractionscurve gehenden gera- 
den Linie ist 

35) F=*A\ 

Die Gleichung der auf dieser Linie senkrecht stehenden und 
durch den Mittelpunkt (pg) des dem Punkte (xy) entsprechenden 
Krümmungskreises der Kefractiouscurve gehenden geraden Linie ist 
nach den Principien der analytischen Geometrie, wie leicht erhel- 
len wird: 

ii « 
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36) Y-q = -^(X-p). :' , . 

Lassen wir nun X, Y die Coordinaten des Durchschnittspunkts 
der beiden durch die Gleichungen 35) und 36) charakterisirten ge- 
raden Linien bezeichnen, so erhalten wir durch Auflösung dieser 
beiden Gleichungen in Bezug auf X und Y als unbekannte Grös- 
sen mittelst leichter Rechnung : 

y _£(g£jjy) y y(px+q y). 

(I. i. nach 14): 

37) x — *iv*+mb^ y _ y(p*+ <iy) 

Nun ist aber nach 32) 

' P* + qy 

-^.«i « ^ tan «)**** -Pin*)iF t 

d. i. 

uf(u)__ f(u) 

folglich nach 37) : 

38) jr=x ( l-^l, F=jrU-^l. 

Diese beiden Gleichungen enthalten einen sehr merkwürdigen 
allgemeinen Satz, welcher eine Eigenschaft der Refractionscurven 
ausspricht, die als die Haupteigenschaft dieser Klasse von Curven 
zu betrachten ist. Beachtet man nämlich, dass in Folge der bei- 
den vorhergehenden Gleichungen die Coordinaten X, V des Durch- 
schnittspunkts der beiden durch die Gleichungen 35) und 36) cha- 
rakterisirten geraden Linien bloss von den Grössen x, y, u=V^ x^+g*, 
gar nicht von der im Vorhergehenden durch u bezeichneten Grösse, 
welche bekanntlich für verschiedene Refractionscurven verschie- 
dene Werthe erhält, abhängen; so ergiebt sich auf der Stelle der 
folgende merkwürdige 

L e h r s a t z. 

Wenn verschiedene auf denselben Pol bezogene 
Refractionscurven in beliebiger Anzahl durch einen 
ftA denselben Punkt gehen, so liegen die Mittelpunkte 
ler di esem Punkte entsp rech enden Krümmungskreise 
selben in einer und derselben auf der durch den 
leinsch aftlich en Pol und den allen R ef racti onscur- 
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ven gemeinschaftlichen Punkt gehenden geraden Linie 
senkrecht stehenden geraden Linie; oder wenn ver- 
schiedene auf denselben Pol bezogene Refractions- 
curven in beliebiger Anzahl durch einen und densel- 
ben Punkt gehen, so ist der geometrische Ort der 
Mittelpunkte der diesem Punkte entsprechenden Krum- 
mungskreise derselben jederzeit eine auf der durch 
den gemeinschaftlichen Pol und den allen Refractions- 
curven gemeinschaftlichen Punkt gehenden geraden 
Linie senkrecht stehende gerade Linie. 

Die Lage dieses geometrischen Orts ist durch die Gleichun 
gen 38) vollkommen bestimmt. 

Bezeichnen wir die Entfernung des Mittelpunkts (pf/) des dem 
Punkte (xy) der Refractionscurve entsprechenden Krümmunsskrei- 
ses derselben von dem Pol oder dem Anfange der Coordinaten 
durch Q, so ist bekanntlich 

Nach 32) ist aber 

2u x*y 4 iixf(tt) V^^(/XiQj* 



f*/"'(«0 wfiu) ±x\T u 2 —iiHf(u))* 

TV » uf'(„\' .._.*•/__> i -AfTT, 7,7 



^'w wa«o±*v«*-v</(«)F 

i tf\u) ) * | ^( w) ± x yf M a _ ^2 (/-(tt))2|2 

w'WJ ' I f*Äf O) ± * W- |* 2 (/(")) 2 } 2 

und folglich, weil, wie wir schon aus dem Obigen wissen, 

ist, 

also nach dem Vorhergehenden 
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*.«-V--W + lsW' 



Fiir die Erdatmosphäre ist nach 34) 

also 



40) Q = l^« 2 — 2firf(u) -f- r 2 . 

Bezeichnen wir die Entfernung der Punkte (#y) und (XV) vm 
einander durch R, so ist 



2 



Ä=^r-A) 2 + (y-F) a . 

Nach 38) ist aber 
also 

oder nacb 14) 

( .r_jr)H(y-r)»=|M| 

und folglich 

• — 1/81* 

Die Grösse /*(u) ist immer positiv , und für die Erdatmosphäre 
ist nach dem Obigen auch f'(u) positiv; also ist für diese 

42) Ä — 7*55" 

Bezeichnen wir die Entfernung der Punkte (pg) und (2f K) von 
einander durch S, so ist 

Nach dem Obigen ist aber 

M y „ ^(p* + qy)_ yipy - __ .v(rv - 

p ^""^ #Hy a ~" # 2 +y a w 2 

y _ y 0>g + w) *{<ix —py) _ y y) 
* * *Hy a ~~ #*+y a ~~ « a 

also, wie leicht erhellen wird, 
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C- W ( f -D^aL-JE)'. 

Weil nun nach 31) 

uf(u) *' O.V 

n-'i x =7Tu) W 

y- x f x 

also 

• % 

py-qx_f(u) X ^y %x 
u ~—f'{uy dy 

ist, so ist nach 19) und 20) 



d. i. 

M - i " fif'(u) 
folglich nach dem Obigen 



oder 



**> * - ft 2 (/ ,/ («)) 2 ' 



«"-iBy'-iÄi 



2 



was man auch hätte unmittelbar aus 33) und 41) ach Hessen kön* 
nen, da natürlich 

sein muss. Für die Erdatmosphäre ist f'Cu) nach dem Obigen 
bekanntlich positiv, und folglich 



oder 

Durch 4ie Punkte * und s n der in der Erdatmosphäre liegen- 
den Refractionscurve ssn in Taf. I. Fig. 2. wollen wir uns jetzt an die- 
selbe die Berührenden ss' und s n s n gezogen denken. Der Durch- 
schnittspunkt dieser beiden Berührenden sei O, und der von 
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denselben bei O eingeschlossene Winkel *0$ n ' sei 0. Die von C 
aus parallel mit s n sn und mit dieser Linie auf einer Seite der 
dem Punkte s n entsprechenden Vertikale gezogene Linie CA werde 
jetzt als der positive Theil der Axe der x angenommen, und die 
in der Figur von C aus auf CA senkrecht gezogene Linie CB 
sei der positive Theil der Axe der y; so ist, wenn ar, y die Coor- 
dinaten des Punktes s in Bezug auf das angenommene System 
bezeichnen, nach den Principien der analytischen Geometrie 

47) tang0 = ^., 

■ 

oder, wenn wir der Kürze wegen 

48) rc=£ 

setzen , 

49) tang0=rto. 
Also ist, wenn man nach 0 differentiirt : 

50) — dw , 

' cos (y z 

und folglich, weil 

t 1 



cos 0* = 



l+tang0 a — 1 + 
ist : 

Nun ist aber nach 12) 

du 

52) P=z± 



indem man das obere oder untere Zeichen nimmt, jenachdem die 
Grösse y — a?|^ positiv oder negativ ist; d. i. in der eingeführten 
Bezeichnung 



öd) r-± fIT - 2 . 



Also ist, indem alle Differentiale in Bezug auf w genommen 
werden : 

Qp (1 + w 2 ) (dy — wdx — xBw) — (y — xw) w dw 

~ ~ (i + w 2 )V"FfS a= 9 
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und folglich, weil nach 48) 

% — wdx — ö 

ist: 

*.) ö^ + (l + w2)V __, 

also nach 51): 

Bezeichnet nun wie gewöhnlich u die Entfernung des Punktes $ 
oder (xy) von dem Mittelpunkte C der Erde, so ist 

zi 2 — P*z=x* + y* — , 

und folglich nach 53) 

d. i., wie man nach leichter Rechnung findet: 
Nach (55) ist aber 

also nach dem Vorhergehenden 
und folglich 

56) c 0 = 4- — — , 

wo sich nun noch fragt, wie in dieser Gleichung das Zeichen zu 
nehmen ist. Aus einer blossen Ansicht von Taf. I.Fig.3. wird aber auf 
der Stelle erhellen , dass /> und Q gleichzeitig zunehmen und ab- 
nehmen, und dass also ,dl? und BS gleiche Vorzeichen haben, in 
der vorhergehenden Gleichung folglich das obere Zeichen genom- 
men, also 

57) ae^-^JL^ 

V u l — / >2 

gesetzt werden muss. 
Weil nach 0) aber 

ist, so ist 

ö/> = ^( M )e M , 

und folglich 

5b) Mr- ffflgjj 

' 4/ „2 „•2// r i 
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Terrestrische Refraction. 

In Taf. I. Fig. 4. sei der um den Punkt C, welcher den Mitt elpunkt 
der Erde vorstellen soll, beschriebene Kreis die Meeresfläche» 
d. h. die wahre oder eigentliche Oberfläche der Erde, und a sei 
der Halbmesser dieses Kreises, d. h. der Erdhalbmesser. Die 
Punkte A und B seien zwei Punkte auf der Erde, und in dem 
Punkte A sei die scheinbare Zenithdistanz Z des Punktes B ge- 
messen worden , welche der von der Berührenden AB' der Re- 
fractionscurve AB zwischen A und B in dem Punkte A mit der 
Vertikale A A' dieses Punktes eingeschlossene Winkel A'AB' ist. 
Die Höhen der Punkte A und B über der Meeresfläche seien h 
und H, so dass also a-\-h und a-\-H die Entfernungen dieser 
beiden Punkte von dem Mittelpunkte der Erde sind. Den von den 
Vertikalen der Punkte A und B am Mittelpunkte der Erde ein- 
geschlossenen Winkel ACB wollen wir in der Kürze durch C 
bezeichnen. 

Weil man das Gesetz der Abnahme der Temperatur in der Atmos- 

Shäre von unten nach oben, und also auch das Gesetz der Abnahme 
er Dichtigkeit der Luft in der Atmosphäre von unten nach oben gar 
nicht kennt, und wohl auch schwerlich Hoffnung haben darf, jemals 
zur Kenntniss dieses Gesetzes zu gelangen, es auch selbst fraglich 
bleibt, ob überhaupt ein solches ganz bestimmtes Gesetz in der 
Natur existirt; so bleibt nichts anderes übri^, als sich bei der 
Bestimmung der terrestrischen Refraction mit einer Annäherung 
zu begnügen, wozu auch alle Schriftsteller über diesen Gegenstand 
bis jetzt genöthigt gewesen sind. Da nun aber bei terrestrischen 
Messungen der zwischen den beiden Stationspunkten A und B lie- 
gende Bogen AB der Refractionscurve in allen Fällen immer nur 
sehr wenig gekrümmt und im Verhältniss zu den Dimensionen 
der Erde nur sehr klein ist, so wird man denselben mit hinreichen- 
der Annäherung als einen mit dem Krümmungshalbmesser der 
Refractionscurve in dem Punkte A als Halbmesser beschriebenen 
Kreisbogen betrachten können, von welcher freilich nur annähernd 
richtigen Voraussetzung auch Lambert a. a. O. p. 64. ausgeht. 
Bezeichnet man den Mittelpunkt dieses Kreisbogens durch O und 
zieht auch noch durch den Punkt B eine Berührende BD an den- 
selben, so sind offenbar, wenn man sich noch die Sehne AB 
gezogen denkt, nach bekannten Eigenschaften des Kreises die 
beiden Winkel BAD und ABD einander gleich, und der Winkel 
BDB' ist also als Aussenwinkel des Dreiecks ABD doppelt so 
gross als der Winkel BAD oder BAB' , durch welchen offenbar 
die Grösse der Refraction in dem Punkte A dargestellt wird. 
Sehr leicht erhellet aber auch aus bekannten Sätzen vom Vier- 
eck die Gleichheit der beiden Winkel BDB' und AOB , so dass 



also auch der Winkel AOB die doppelte Refraction BAB , oder, 
wenn wir die Refraction von jetzt an durch <p bezeichnen, der 
Winkel AOB~2<p ist. Also ist in dem Dreiecke AOB: 

AB = 2 . A O . sin <p , 

i 

und folglich, weil nach der Gleichung 34) in den im Vorhergehen- 
den eingeführten Bezeichnungen offenbar 



"i Ii 

AO a + Ä 



lV"(«+/0 



: 

: 



t . « 
■ i , 



In dem Dreiecke ist aber nach einem bekanuteu trigonome- 

trischen Satze 

— ( Ä + -f (« + 2 (a + Ä) (a + //) cos C 

oder t 

if £*= (a + /i) 2 -f (o + //)* — 2(a+ A) («+#) (1 -2sin ^C 1 ) , 

d. L, wie leicht erhellet: 

AB*=z (// ^ Ä)2 + 4 (o + A) (a + H) sin J C 2 . 

Vergleicht man dies mit dem Vorhergehenden, so erhält man die 
Gleichung 

' ; 4(a + A)* 

! =(/r-A)« + 4(a+A)(a + Ä)8in' s C«, 

al»D i,-. ;.'•:!!,'.' 

8in^=3^IA«+A))*t(— |) 2 +4^sin4C»|. 

V 

oder, wie leicht erhellet: 

■inej*= \ffl \f (a + A)P \ (~f + 4 (1 + ^)sin iC * , 
folglich 

p 

■ # 

wobei man nicht zu vergessen hat, dass f (a + k) in der Erdat- 
mosphäre nach dem vorhergehenden Abschnitte bekanntlich eine 
positive Grosse ist 
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• 

Weil nun aber, wenn jetzt L den Brechungsexponenten für 
den leeren Raum und die Luft am Beobachtungsorte A bezeich- 
net , nach 6) offenbar 

GO) ii = (a + h)LeinZ 

■ ' v 1 * 

zu setzen ist; so ist nach dem Vorhergehenden 

61) sin <p — 

«in Z. \L{a+h)f>(a+h)^ (?fi)"+ 4 < 1 +£fT> sin 1<X 

Bezeichnen wir jetzt die Dichtigkeit der Luft in_der Entfer- 
nung u vom Mittelpunkte der Erde überhaupt durch so er- 
hellet aus der Gleichung 8) und dem Erfahrungssatze III. auf der 
Stelle die Richtigkeit der Gleichung 

oder . , 

<■ ■ . • • 

63) /•(«) = |1 + A£5(«)!-», 
wo nach dem Erfahrungssatze III. 

64) K — 0,0005888 

ist. Also ist 



.' t. 



I w ■ I ■ ■ f 

1 

d. i. 



65) /*(*)=-- >-- ^ gM === 
J iK J 2jl+A'ö(«)}VT+tfö(u) 



1 • • 1 



und folglich 



, K(5'(a -f h) 

Weil nun aber, wie aus der Bedeutung der Grösse L und dem 
Erfahrungssatze III. erhellet, 

67) L = VT+X5"(Ö+T) 

ist, so ist 

« r,*, *5'(a+A) 

und folglich nach dem Obigen 
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sin <p 



oder auch 

69) sin tp = 



- s .nz. .j + JCi j (o+A) \ U+ä/ + 4 < 1 +HlÄ) 8,n ' t 

Die Temperatur der Luft nacli dem Centesimalthermometer 
und die Barometerhöhe nach dem metrischen Barometer in dem 
Stationspunkte A wollen wir nuu respective durch t und b bezeich- 
nen. Wird dann ferner die Dichtigkeit der Luft bei der Tempe- 
ratur 0 und der Barometerhöhe 0^76 überhaupt durch A bezeich- 
net, so ist bekanntlich 

b 

« (a + /*) - Qm7Q ( , + 0> t) 

Bezeichnen wir aber den Werth, welchen <d'(a-\-h) haben wurde, 
wenn in dem Punkte A die Luft die Temperatur 0 hätte und 
unter dem barometrischen Drucke 0 m ,76 stände, d. h. wenn in dem 
Punkie A die Dichtigkeit der Luft A wäre, durch G, so dass 
also gleichzeitig 

ö(a + Ä)=^, ö'(a + A) = £r 

wäre, so wird man olfenbar nach den Principien der Differential- 
rechnung, wenn, wie es zur Zeit der Beobachtung in dem Punkte 
A nach dem Vorhergehenden wirklich der Fall ist, 



Q(a + *) — q^to m (1 + 0,00:3757«) A 



ist, gleichzeitig 

ö'(a \h) = o>», 76.(1+0,0037570 ° 

zu setzen berechtigt sein, oder es ist, weil nach dem Erfahrungs- 
satze III. bekanntlich A — \ ist: 

ö (a + A) = üm 76 (A + 0,00375 J) > 

ö' (a + h) = 0m ?6 (1 + Qm75 t) G; 

wo nach dem Vorhergehenden offenbar G eine Constante ist. 
Setzen wir nun der Kürze wegen 

70) Ä = -{*G, 
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wo auch & eine Constante ist, und 

71) ^»Q = ^^^^^Jy 

so erhält man nach dem Obigen für sin q> den folgenden Ausdruck: 

72) sinqp = 

s,nZ - i+^(M) V Utä; +4(l+ «+A )8inirA 

i 

Man kann auch 

73) 

setzen, wo K* wieder eine Constante ist, und erhält dann nach 
dem Vorhergehenden 



74) sin <p = 



Will man sich verstatten, die immer sehr kleinen Grossen 

a a\h 
als verschwindend zu betrachten, so wird 

To) sing> = jqp^p^-^ sin Sinz, 

oder, weil 9 und C immer sehr kleine Grössen sind, näherungs- 
weise 

Unter Voraussetzung derselben Temperatur und desselben ba- 
rometrischen Drucks am Beobachtungsorte, wo die scheinbare 
Zenithdistanz Z gemessen worden ist, ist also die Refraction <p 
näherungsweise der Grösse Csin Z proportional, wo C bekannt- 
lich der von den Vertikalen der beiden Stationen am Mittelpunkte 
der Erde eingeschloss ne Winkel ist. 

Bei der vorhergehenden Entwickelung sind wir von den beiden 
völlig genauen Formeln 

ri. 1 aw> 2(g-M ) . 



4 * 

• M 
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ausgegangen. Denkt man sich nun aber aus dem Mittelpunkte C 
der Erde mit dem Halbmesser CA durch den Punkt A den die 
Linie CB in dem Punkte B x schneidenden Bogen AB X beschrie- 
ben, und verstattet sich; diesen Bogen als eine auf CA in A und 
auf CB in B x senkrecht stehende gerade Linie zu betrachten, so 
ist in dem rechtwinkligen Dreiecke ABB X offenbar 

Chord AB = Are A Z^y cosec (Z -f <p). 

Nehmen wir aber an, dass uer Winkel C in Graden ausgedruckt 
sei, so ist 

(a + h)n: Are ABj^ = 180: C, 

■ 

Are AI*! — jgQ — , 

und folglich nach dem Vorhergehenden 

» • 

Gestatten wir uns jetzt, diese Näherungsgleichung statt der im 
Obigen in Anwendung gebrachten genauen "Gleichung 



Chord A B= V (// - h)* + 4 (« + /*) (a + H) sin i C 2 

zu gebrauchen, so erhalten wir durch Vergleichung mit der ge- 
nauen Gleichung 



die Gleichung 



2(o+A) . (o + A)»Ccosec(Z+<p) 
f t /-'( a + A sm ' , = ~ 18Ö ' 

77) «.^^.^(Z^); 
fbiglich, weil nach 60) 

♦ 4 * 

M i! ft = (a + Ä)IrsinZ 

ist: 

78) sin^XCa+ÄJAa+^.g.-jff^. 
Nach dem Obigen ist aber 
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jjg^ • •'• ii m»/ '.'m; 



fl:(a + A)5' (« + /*) tcC sin 2 
S,n<p -"4{l + ÄÖ(a + A)!'lÄ0'sin(:+9) ; 

oder nach dem Obigen. . - 

_ \KG(a+h)F(b,Q nC sinZ 
sing)-- 1 + A:F(6>/) •l8Ö'sin(Z+ 9 >)' 



d.i. 



7m . /*)F(M) «C sinZ 

i3) s,n ^--iq^^-i 80 o-^ n 7z+7) 



oder nach 73): 

8 .d<p_ 1+Ämo ■iap-, ta(Äff) - 

Setzt man aber q> für «in <p , und nimmt nur an , dass <p und C in 
denselben Maasstheilen ausgedrückt sind , so erhält mau näherungs- 
»reise 

■ • ■ • • • ».i 

•*ia+j)*x*,*) sinZ 

Q|y » sin ,6 /t , 

L) *~ 1 + £F(M *sin(Z+9>) 

Aus cjer Gleichung 80) erhält man auch, unter der Voraus- 
setzung, dass C in Theilen des Halbmessers oder der Einheit 
ausgedrückt ist: 

8 i D ysin(ZH-y)= 1+JgJw) .CainZ, 

■ 

d. i. nach einer bekannten goniometrischen Formel : 

cosZ— cos(Z+29)= — i+jü^ft 7) — -^sinZ, 



■■ t . ■ 



2*i(i + J)*XM 



cos (Z+ 2<p) =cos Z r+l gjF(6 7) — * ^ 8,n ^* 

Weit nun 

► ■ • 

cos (Z + 2y) =: cos Z cos 2q> — sin Zsin 2<gp 
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ist, so ist, wenn man sich wegen der Kleinheit von q> ver stattet, 
cos2<p=l und sin2<p=29? zu setzen, wovon das Erste mit Ver- 
nachlässigung von Gliedern der zweiten, das Zweite mit Vernach- 
lässigung von Gliedern der dritten Ordnung zulässig ist, näherungs- 
weise 

cos (Z+2g>) = cos Z - 2<p sin Z , 

und folglich, wenn man dies für cos(Z-f *2<p) in die obige Glei- 
chung setzt; 

+ J)F(6,/) 



82) 9= 1 + Jf# __.G 



h 

oder, wenn man nun noch - als verschwindend betrachtet: 

a 

Hiernach ist also unter Voraussetzung derselben Temperatur 
und desselben barometrischen Drucks am Beobachtungsorte die 
Refraction dem von den Vertikalen der beiden Stutionen am Mit- 
telpunkte der Erde mit einander eingeschlossenen Winkel propor- 
tional, welches der Satz ist, auf welchen bekanntlich nach Lam- 
bert und Laplace die Berechnung der terrestrischen Refraction 
allgemein gegründet wird. Ich hoffe aber, durch die vorhergehen- 
den Entwickelungcn die Richtigkeit meiner in der Einleitung aus- 
gesprochenen Behauptung, dass dieser Satz nur als eine rohere 
Annäherung betrachtet werden dürfe, jetzt deutlich nachgewiesen 
zu haben. Es ergiebt sich dies auch auf unzweideutige Weise, 
wenn man sich die Muhe nimmt, die Betrachtungen, aufweiche 
Lambert a. a. O. seine Entwicklungen gegründet hat, genauer 
zu verfolgen und sorgfältig zu analysiren ; und dass auch Laplace 
bei seiner Theorie der atmosphärischen Refraction sich eine ziem- 
liche Anzahl von Vernachlässigungen und Auslassungen kleiner 
Grossen zu gestatten genothigt gewesen ist, glaube ich hier als 
hinreichend bekannt voraussetzen zu dürfen. 

Vorzüglich kommt es nun noch darauf an, zu zeigen, wieder 
aus dem Obigen bekannte constante Coefficient K x durch Beob- 
achtungen bestimmt werden kann. Das zweck mässigste und der 

ganzen obigen Theorie, bei welcher der zwischen den beiden 
tationsnunkteii liegende Bogen der Refractipnscurve näherungs- 
weise als ein Kreisbogen betrachtet worden ist, am besten ent- 
sprechende und überhaupt die consequenteste Durchführung dieser 
ganzen Lehre gestattende Mittel, zu dieser Bestimmung zu gelan- 
gen, scheinen mir jedenfalls die Messungen oder Beobachtungen 
sogenannter gegenseitiger Zenithdistanzen zu sein. 

Hat man nämlich in den beiden Stationspunkten A und B, wo- 
bei jetzt Taf. I. Fig. 5. zu vergleichen ist, gleichzeitig die schein- 
baren Zenithdistanzen Z und 3 gemessen, und' bezeichnet die 
entsprechenden Refractionen durch JZ und 43 > die wahren 
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ren Zenithdistanzen also durch Z-\-AZ und 3 + 43; so hat man 
in dem Dreiecke ABC offenbar die Proportion 

c * ~ 

a + A:a + #=8inÖ + ^3):sin(Z + ^Z). 
Nun ist aber 

• • ■ 

C+ [ 180o- (Z+ AZ) } + { 180°- (3 + 43) ) = 180°, 

also 

^Z+^3=C-(Z+3) + 180o, 

and aus der obigen Proportion ergiebt sich nach einem bekann- 
ten Satze 

>la + H + hzH-~k 
= sin (Z + AZ) + sin (3 +43) : sin (Z + AZ)- sin (3 + A3) 
= sin { UZ +3) + 43) I cos | i (Z-3) + W*— 43) \ 

: cos |S(Z+3) + l(^t 43) I sin { 1 (Z-3) + 4(^2- 43) } 
= tang |i (Z + 3) + l(AZ + 43) ) 5 tang | «Z - 3) + t (AZ-A& \, 

d. i. oach dem Vorhergehenden 

2«+/f +A : Ä— A=tang(90°+ 1 Q : tang { J(Z-3) + i ^3) I 
= cotiC:tangU(3-Z) + i(^/3-^}. 

Unter der Voraussetzung aber, dass der Bogen ,4/? der Re- 
fractionscurve zwischen den beiden Stationspunkten A und B ein 
Kreisbogen sei, welche der ganzen vorhergehenden Theorie der 
terrestrischen Refraction zum Grunde liegt, ist offenbar AZ=Aß, 
weil die Gesicbtslinien oder die Visirlinien in A und B als Be- 
rührende dieses Kreisbogens zu betrachten und folglich gegen die 
AB unter gleichen Winkeln geneigt sind; also ist unter 
Voraussetzung nach dem Vorhergehenden 



2a + #+A:Ä r — A=cotiC:taugi(3— Z), 

oder auch 

i 2(a + A) + #— A:#-A = cotiC:tangi(3— Z). 

man aus dieser Proportion H — h, so erhält man 

2(a + A)tangj(3-Z ) 
cot .'C- tang i(3-Z) 

2(a + A)sin üCsin U3 - g) 

" /t — cosiCcos^Ö - Z) — siniCsiniCS-Ä)' 

BA » ,_ 2( a -fA)sin4CVinU3- ^) 
^ - »4) cosi(C-f3-^) * ■ 

Theil X. 3 
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also n.fl • l\ | \, bf.i X\ I \ il :i !> 

. 2(« + A)8SniCsini(3-.Z) 
^ i "~ Ä + co*i(C + 3-Z) " 

• . i - • 

Um mittelst dieser Formel H berechnen zu können, niuss 
ausser den gemessenen scheinbaren Zenithdistanzen Z und 3 der 
Erdhalbmesser a bekannt sein , für welchen man am besten den 
Krümmungshalbmesser des Erdsphäroids unter der Breite setzt, 
welche das arithmetische Mittel zwischen den Breiten der beiden 
Stationspunkte ist, wobei wir die Formeln, nach welchen dieser 
Krümmungshalbmesser am leichtesten berechnet werden kann, 
die sich ohne Schwierigkeit aus der Theorie der Ellipse entwickeln 
lassen, hier als bekannt annehmen. Ferner muss die Hohe h der 
Station A über der Meeresfläche bekannt sein, welche durch baro- 
metrische Höhenmessungen oder durch ein Nivellement bestimmt 
werden müss, weshalb sich Beobachtungen in der Nahe des 
Meeres zn den Bestimmungen, von welchen hier die Rede ist, am 
besten eignen dürften. Endlich muss der Winkel C am Mittel- 
punkte der Ertle, welcher aus dem gemessenen Horizontalabstande 
der beiden Stationspunkte, wie weiter zu erläutern hier nicht 
nöthig sein wird, immer leicht berechnet werden kann, bekannt 
sein, aus welchem Grunde gleichfalls Beobachtungen iu der Nähe 
des Meeres zu solchen Bestimmungen wie die obigen die geeig- 
netsten sein dürften. 

Hat man nun auf diese Weise H bestimmt, so sind in dem 
Dreiecke ABC zwei Seiten a-f/i, a-\-H und der eingeschlossene 
Winkel C bekannt, und es können also in diesem Dreiecke die 
beiden andern Winkel, deren Supplemente die wahren Zenithdi- 
stanzen in den beiden Stationspunkten A und B sind, »ach bekann- 
ten Regeln der ebenen Trigonometrie; berechnet werften,. Zieht 
man nun von diesen so berechneten wahren ZeuithdJstanjKen die 
gemessenen scheinbaren Zenithdistanzen ab, so erhält man die 
terrestrische Refraction, welche im Obigen überhaupt durch <p be- 
zeichnet worden ist. 

Wenn nun auch noch auf der Station A das Barometer und 
Thermometer beobachtet worden ist, wobei wir die beobachtete 
Barometerhöhe auf bekannte Weise gehörig reducirt voraussetzen, 
80 sind in der Hauptgleichung 74) mit Ausnahme des constanten 
Coefticienten K% alle Grössen bekannt, und dieser Coeflicient kann 
folglich mittelst der aus 74) unmittelbar sich ergebenden Formel» ■ * 



• . .. . i * 

berechnet werden. 

Bei der so eben gegebenen Erläuterung der Bestimmung des 
constanten Coefücienten nahe ich mich bloss an die Hauptformel 
74) gehalten, weil die Art und Weise, wie man sich bei dieser 
Bestimmung mittelst der übrigen im Obigen entwickelten Nähe- 
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rungsformeln zu verhalten hat, nun ganz von selbst erhellen, und 
hier keiner weitern Erläuterung bedürfen wird. 

Wenn aber auch der Refractionscoeflicient nach der so eben 
gegebenen Anleitung bestimmt worden ist und daher als bekannt 
angenommen werden kann, so wird man bei wirklichen Höhen- 
messungen zur Bestimmung der gesuchten Höhe am besten und 
einfachsten doch nur auf dem ege successiver Annäherungen 
gelangen können. Man wird nämlich die* Refräctlonen zuerst mit- 
telst einer der beiden Näherungsformeln 75) oder 76), welche von 
der Höh.- nicht abhängen, berechnen und die gemessenen Zenith- 
distanzen Wogen derselben corricireh, mittelst welcher dann ein 
erster Näherungswerth der zu bestimmenden' Hohe gesucht wird. 
Dieser erste Näherungswerth der gesuchten Hohe führt dann fer- 
ner mittelst der Formel 74) zu einer genauem Bestimmung der fte- 
fractioUen, wegen welcher die gemessenen Zenithdistanzen von 

Seuem corrigirt werden, die dann zur Bestimmung eines zweiten 
äherungs Wörths der gesuchten Hohe fuhren . wobei nun auch 
schon von selbst erhellen wird, wie mäh auf* diesem Wege belie- 
big weit, in allen Fullen aber so weit fortschreiten kann, uis zwei 
aüt einander folgende Näberungswerthe der gesuchten Höhe sich 
in der verlangten Anzähl von Deel malst eilen nicht mehr von ein- 
ander unterscheiden. Abkürzungen und Vereinfachungen dieses 
Verfährens werden sich einem Jeden, wo sie zulässig sind, leicht 
von selbst darbieten; hier beabsichtigten wir mir eine allgemeine 
Erläuterung desselben, und hatten unser Augenmerk überhaupt 
zunächst mehr auf die weitere Entwickelung der Theorie der ter- 
restrischen Refraction , als auf den praktischen Theil dieser wich- 
tigen Lehre gerichtet 

.f.'»/. *. •.. * . • ]• ... '. •'. B« 
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Astronomische Refraction. 

Wenn, wie Taf. I. Fig. 6. zeigt, ein von einem Sterne S aus- 
gehender Strahl Ss die Atmosphäre der Erde in dem Punkte s 
trifft, und dann nach den in der Atmosphäre erlittenen Brechun- 
gen in dem Punkte s n auf der Oberfläche der Erde anlangt, so ist 
offenbar Ss n s n ' der Winkel, um welchen man die in dem Punkte 
s n gemessene scheinbare Zenithdistanz Z dieses Sterns verarossem 
im iss, um seine wahre Zenithdistanz zu erhalten, also der Win- 
kel, welchen man die astronomische Refraction zu nennen pflegt. 
Wegen der grossen Entfernungen der Sterne von der Erde kann 
man aber die Linien Ss n und Ss oder Ss' ohne allen merklichen 
Fehler als einander parallel betrachten, woraus sich die Gleich- 
heit der Winkel Ss n Sn und SOsn' oder sOsn ergiebt, so dass 
also auch durch den Winkel sOs n ' > welcher oben in dem Ab- 
schnitte über die allgemeinen geometrischen Eigenschaften der 
Refractionscurven durch 0 bezeichnet worden ist, die astronomische 
Refraction dargestellt wird, und wir daher nach 58) för dieselbe 
die Differentialgleichung 



87) 30= 



(if'(u)du 



haben , wo jetzt u die Entfernung der äussersten Gränze der Atmo- 
sphäre von dem Mittelpunkte der Erde bezeichnet, und daher im 
Folgenden offenbar so lange als constant zu betrachten ist, so 
lange die Luft in der Atmosphäre in einem unveränderlichen Zu- 
stande vorausgesetzt wird. 

Setzen wir nun 



88) vS— 



_ vT (u)B u 



oder 



und entwickeln die Grösse 

nach dem Binomischen Lehrsatze, dessen Anwendung hier zuläs- 
sig ist, weil die nothwendige Reellität von d& von selbst fordert, 
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4a« die Grosse ' i 

KW 

kleiner ab die Einheit Ist, in eine Reihe, so erhalten wir 

+ 2.4 ft 

■ » \ 



5 



M 6 



Weil aber die Grösse 



,1.3.5 r (f(u))*f'(u)d u 



• ••••• 



p=a£sinZ 



von u gaoz unabhängig ist, und 0 für u=?a offenbar verschwin- 
den muss, so erhält mau aus der obigen Gleichung durch Inte- 
gration auf der Stelle : 

1,3.5 » r« (f(u))*f'(u)du 
+ 2.4.6 7, « r 

+ 

♦ 

Oetarlegt man nun, das« die Grossen 

Ja U ' 

2.4 Ä/ V. 

2.4.6 « 7 ' 

/ it. s. w. 

von der scheinbaren "Zenithdistanz X ganz unabhängig und also 
alle scheinbaren ZenithcÜstanzen dieselben sind, so können 
*ir dieselben nach der Reihe durch 

( «,»,(5,2),.... 

bezeichnen, indem diese Symbole von der scheinbaren Zenith- 
Z ganz unabhängige Grössen bedeuten, und erhalten da- 
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her nach dem Obigen für die astronomische Refraction <9 eine 
analytischen Ausdruck von 4er fönenden Form: 

Einen Ausdruck von anderer Form kann man auf folgende Art 
entwickeln. Nach dem Obigen ist 

und folglich, wenn man fiir p seinen aus dem Vorhergehenden 
bekannten Werth einführt: 



Sin £/*(»)-- 




J- it. :• 



oder, wie leicht ethelMr 



V™sZ* + {l— \s\oZ* 
folglich 

aLt3ingZf'(u)~ 

90) a©= 



\ 1 + — Q — }tangZ2 



Entwickeln wir nun wieder die Grosse 

|1+(1 _(^wj )tan ^,_ 4 

nach dem Binomischen Lehrsatze in eine Reihe, so erhalten wir: 



1.3.5, _ aiA«),, faLf(u) \* , . 

. W .' IST 



...» 

n . ... 1 ........... ; 
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also, wenn man auf beiden Seiten dieser Gleichung integrirt, auf 
ganz ähnliche Weise wie bei $er vorhergehenden Entwicklung : 



+ 



woraus siqh, wenn wieder 

»• 



■ ... .in 



gewisse von der scheinbaren Zenithdistahz Z ganz unabhängige 
Grossen bezeichnen, ftir die astronomische Refraction & unmit- 
telbar der folgende Ausdruck ergiebt: 

91) 6=A tangZ — |BtangZH^ ttangZ*-^|ötangZ*+ 

Diese Form des allgemeinen Ausdrucks der astronomischen 
Refraction wird der Theorie derselben * gewöhnlich zum Grunde 
gelegt, und dabei eine grössere oder geringere Anzahl von Glie 
dem der Reihe auf der rechten Seite des Gleichheitszeichens vom 
Anlange derselben a» berücksichtigt. Da es uns hier, wie schon 
in der Einleitung bemerkt worden ist, vorläufig nur auf eine allge- 
meine Erläuterung dieses wichtigen Gegenstandes ankommt, und 
wir für jetzt mit diesen Entwicklungen nur eine Vervollständigung 
der im Vorhergehenden gegebenen Iheorie der terrestrischen Re- 
fraction, vorzüglich Anfangern zu Liebe, bezwecken; so wird es 
der Kürze wegen hinreichend sein, bei den beiden ersten Glie- 
dern der obigen Reihe stehen zu bleiben, und daher 

92) 0=v4tangZ-£ÄtangZ 8 

zu setzen. Die Coefiicienten A und B sind offenbar nur so lange 
constant, so lange der Zustand der Atmosphäre ungeändert, 
d. h. 's* lange der Stand des Barometers und Thermometers am 
ßeebachtimgsorte derselbe bleibt. Legen wir nun aber den Zu- 
stand der Atmosphäre, wenn am Beobachtungsorte der Stand des 
Barometers 0 m ,7o und der Stand des Thermometers ö ist, als 
einen Normalzustand zum Grunde, lassen ferner jetzt A und B 
die diesem Normalzustande der Atmosphäre entsprechenden Werthe 
der beiden Constanten bedeuten, und setzen endlich, wie gewöhn- 
lich geschieht und, wenn auch nicht mit völliger Strenge, den 
Beobachtungen zufolge doch wenigstens näherungsweise verstattet 
ist, die atmosphärischen Refraktionen den Dichtigkeiten der Luft 
proportional; so wird man offenbar, da bekanntlich 



■ 
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u 

F(b, t) = (1 + 0>ü037 5 ;q 

i die Dichtigkeit der Luft bei dem Barometerstande 6 und der Tem- 

peratur / ist, nach dem Obigen im Allgemeinen 

U3) ö=F(6,/).(^tangZ— »JBtangZ 3 ) 

oder 

94) S as F(6 , <)^ taug Z — 4F(6 , *)Ä tang Z 3 

zu setzen haben. DiexConstanten ^4 und B in dieser Formel müs- 
sen aber durch, Beobachtungen bestimmt werden, wozu die Astro- 
nomie verschiedene Wege darbietet, von denen wir hier jedoch 
nur den folgenden etwas näher erläutern wollen. 

Man messe die scheinbaren Zenithdistanzen Z' und Z" eines 
Circumpolarsterns bei seinem obern und untern Durchgange durch 
den Meridian, und beobachte gleichzeitig die Stände des Barome- 
ters und Thermometers b' , t' und b" , r; so hat man, wenn die 
entsprechenden Refractionen durch &' und 0" bezeichnet werden, 
nach 04) die beiden folgenden Gleichungen: 

6'=F(b' , f) tang Z' . A — \F(b' , t) tang Z' 3 . B, 
ß» = F{b" , *") tang Z" . A - } F(6", *") tang Z" 3 . B. 

Weil nun Z' + 6', Z" + 0" die wahren Zenithdistanzen sind, 
und bekanntlich, wenn P den Abstand des Pols vom Zenith be- 
zeichnet, jederzeit 

ist*); so erhalten wir aus den beiden obigen Gleichungen, wenn 
der Kürze wegen 

«=Z' + Z", 

ß=F(b' , f) tang Z' ± F(b" , *") tang Z" , 
y=lF(b', t) tang Z' 3 ± \F(b" , *") tang Z" 3 

gesetzt wird, wo die Grössen or, ö, y aus den Beobachtungen 
sämmtlich bekannt sind, auf der Stelle die folgende Gleichung: 

a + ßA— yB=2P. 

Hat man nun aber ganz auf dieselbe Art wie vorher drei Circum- 
polarsterne beobachtet, so erhält man auch drei Gleichungen von 
der Form : 

a + ßA — yB = 2P, 

.' a 2 + ß 2 A-y 2 B=z2P; 

) l>in obern oder untern Zeichen sind hier und nachher zu nehmen, 
jenachdem die Zenithdi stanz Z" (für unsere Hemisphäre) auf der Nordseite 
oder auf der Südseite des Zcniths gemessen worden ist. 
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io denen die Grössen 

«» ß» r; «i» A» t%\ a t> fa> n 

aus den Beobachtungen sämratlich bekannt, und nur die drei Gros- 
sen A, B, P unbekannt sind, welche letzteren sich also mittelst 
der drei vorhergehenden Gleichungen bestimmen lassen. 

Dass durch Vervielfältigung solcher Beobachtungen und mit- 
telst der Anwendung der Meth$dj| der kleinsten Quadrate eine 
{grossere Genauigkeit bei diesen Beobachtungen erreicht werden 
kann und nur allein erreichen ist,- düjfen wir blet als. allgemein 
bekannt* Voraussetzen. Jede Beobachtung eines (^rcummflatSterns 
liefert eine Gleichung des ersten Grades von der obigen Form 
zwischen den drei unbekannten Grossen A, B f P; und hat man 
nun mehr als drei Sterne beobachtet, so lassen sich die daraus 
resultirenden Gleichungen, deren Anzahl die Anzahl der zu bestim- 
menden drei unbekannten Grössen übersteigt, bekanntlich nur der 
Behandlung nach der Methode der kleinsten Quadrate unterwerfen. 

Dass sich zur Bestimmung der constanten. Coefticienten in der 
Gleichung 89) eine der vorhergehenden ganz ähnliehe Methode an- 
wenden fassen würde, fallt auf der Stelle in die Augen. 

Das Obige enthält zugleich eine Methode zur Bestimmung 
der die vorher durch P bezeichnete Distanz des Pols vom Zenith 
zu neunzig Graden ergänzenden Polhöhe des Beobacbtungsorts, 
ohne dabei die unmittelbare Kennt nfss der Refraction vorauszuset- 
zen, hat hier aber zunächst nur den Zweck, im Allgemeinen die 
Möglichkeit der Bestimmung! der beiden Constanten ^4 und B durch 
Beobachtungen zu erläutern,, { , . , 

Eine weitere Entwicklung der Theorie der astronomischen 
Refraction behalte ich einer indem . Gelegenheit vor, und bemerke 
nochmals, dass die obigen kurzen, wenig erschöpfenden Betrach- 
tungen über diesen wichtigen Gegenstand nur der Vollständigkeit 
wegen und Anfängern zu Liebe beigefügt worden sind, indem ich 
in der vorliegenden Abhandlung hauptsächlich nur: eine weitere 
Entwickelung der geometrischen Theorie der terrestrischen Refrac- 
tion im Auge hatte, und wohl wünschte, durch dieselbe die Auf» 
merksamkeit einer grösseren Anzahl von Lesern auf diese Theorie 
von Neuem hinzulenken, und zu einer Wiederholung der Bestim- 
mung des terrestrischen RefractionscoefGcienten mit sorgfältiger 
Berücksichtigung aller dabei in Betracht kommenden Umstände 
vielleicht Veranlassung zu geben. 
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Xnr Bifferenziation «er Potenz. 

u lt. ! ic , »■ •• 

\on dem 

Itf 4 U i > . ' * - * ' ' < 



Herrn Professor Dr. O. Schlö milch 



an, der Universität zu Jena. 

i ii um ;'•..<: 

"-i • — r—r* — 



Der pifferenzidquotient vxui xt* ist bekanntlich «Jie. Granze, 
welcher sich der Ausdruck 

^ 55 =2if (1 + ^ U *-M 

nähert, sobald bis zur Pfufl abnimmt. Da unter dieser Vor- 
ausaetzung auch — gegen die Null eonvergirt, so kaöu maii-j«* 
setzen, und es ist jetzt för Lim d=0: 



-S'T'^Vim a • (l) , 4I 

Ii < '. f", . . . • » "! • <«■ . 1 

Zur Auffindung des Gränzwerthes rechts hat man »ehr verschie- 
dene Wege «eingeschlagen, weil man nicht gern da^liinomialtbeo- 
rem fiir jeden beliebigen Exponenten dabei in Anwendung bringen, 
sondern im Gesnentheil dieses erst : im Verlaufe der Diflferenziai- 
rechnung mit rfülfe des Werthes von d{aP)idj? ableiten wollt». 
Zwar hat es nicht die mindeste Schwierigkeit, mit Hülfe des Satses 

• ' ' i ■' Mi« , . 



Liml(l + aö*)^]=e« 



die gesuchte Limes zu ermitteln, wie ich z.B. in meinem Hand- 
bucne der Differen zialrechnung gethan habe; wem aber 
die Anwendung dieses Theoremes zu fremdartig erscheinen mag, 
dem wird vielleicht die folgende Entwickelung besser zusagen, 
worin nichts weiter als die Kenntniss der ganz elementaren Formel 



-ZZY- 1 + u + " 2 + - + um ' 1 (2 > 




vorausgesetzt wird. 

Sei zunächst (i eine ganze positive Zahl =m, so ist 
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Da sich nun für bis zur Null abnehmende ö jedes einzelne Glied 
der Gränze 1 nähert, so wird 

5 - WI * .h 

Schreibt man £cf für d, so erhält man noch 



Lim ^y-W -. (4) 



■ 



Sei ferner (i gleich einem Bruche ^, dessen Zähler und Neu- 
ser als ganze positive Rahlen vorausgesetzt werden, und 

v 

i ' 1 m' i.-;. . ' ' j {-'* • '«Ml--'. •: 1 ..' . < ' 

so kann man für ein beliebiges d setzen: * .*v*»i-, im -i/ili-t 



(J lli. I T c » ;. , 

und hier muss e eine Grösse sein, die mit # «Ipicbgejtlg hfes.zui; 
Null abnimmt, weil man ausserdem nicht auf die Voraussetzung 
(5) zurückkäme, sobald hie* d gegen dfe,Null convergirt. Es folgt 
noo weiter T O . i 

'JL ... : . 

und folglich nach Subtraktion der Einheit und Division mit d 

. (lf ^^ ^^. (l^rj-g^-^J; ) m. n. -./wir. < 

(5 d 
Die Gleichung (4) berechtigt uns aber 

5 =am(c * 



setzen , wo c' mit 6 bis zur Null abnimmt. Benutzen wir diess 

Iber «*, «ine positive ■■ fcanze 



TöT^ie <JWcbujag (&), wo wfet früher «ine positive fcanze 
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Geben wir in dieser Gleichung zur Gränze för unendlich,' d. h. 
big zur Null abnehmende d über und erinnern uns, dass das Ver- 
schwinden von d aueh das Verschwinden von t und f' nach sich 
zieht, so giebt die Anwendung der Formel (3) für m—p 



d. h. nach No. (5) 



p=or und folglich r=^, 



Lim- — g 



Mit No. (3) zusammen fliesst hieraus der Satz, dass fär jedes 
rationale und positive p 



Lim (1+^=1= „ (7) 



ist, der sich durch die blose Bemerkung, dass man sich nicht 
angebbaren Zahlen durch angebbare Zahlen soweit man will nähern 
kann, auf irrationale und positive p, d. h auf jedes beliebige po- 
sitive fi erweitert. 

Ist endlich ft negativ, etwa = — v, so sei wieder 
Es folgt hieraus der Reihe nach 

: "' (i + 6)- = l+r-+Ja, : 

* l+r~+7d ; * 

und da e eine mit d bis zur Null abnehmende Grosse sein muss, 
v aber an sich positiv ist, so folgt jetzt durch Gränzenü'bergang 



v= — r, also r =— v, 
d. h. vermöge der Bedeutung von r 



(1 +*)(- *) -1 
Lim ^ =(— v). 



Mit No. (7) zusammengehalten giebt diess den Satz, dass 
überhaupt fär jedes reelle p 
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r 

ist, und dieser führt vermöge der Gleichung (1) zu der allgemeinen 
Formel V 



! lit '.I. 



deren Beweis demnach nur die Kenntnis« der Summenformel fiBr 
die geometrische Progression in Anspruch nimmt. 



- 



« 



ti . ...i 
* . 



Heber eine eigenthttmliche Erschel- 

bei Reihensummirungen. 



Von dem 



Herrn Professor Dr. O. Schlä milch 

an der Universität zu jena. 



• • • * % 



■ . * ■ ■ « * ■ * » * l 



Die interessante Thatsache, deren Besprechung den Gegen- 
stand dieser Zeilen ausmachen soll, besteht, in kürzester Form 
ausgedruckt, darin, dass eine durchweg convergente Reihe zwei 
oder mehrere ihrer Gestalt nach sehr verschiedene Summen haben 
kann, jenachdem eine in der Reihe vorkommende / Variabele 
zwischen verschiedenen Granzeu liegt. Denken wir uns , um den 
Begriffen ein anschauliches Substrat zu geben, zunächst, eine 

- 

• ••• 



von der Form 
F(z) = 4> + A x z + A#* + A % 1 * + 
ausgeführt, und Substituten wir för z die Grosse 



t 



- < ■ 



±3. 



I 



welche für kein reelles x die Einheit überschreitet; so bildet 



i ■ 
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offenbar eine neue Funktion von 14* die sehr verschieden sein 
kann Und etwa f(x) heissen mOge. W\t haben dann 

Die rechte Seite besitzt nun die Eigenschaft, sich nicht zu ändern, 
1 

wenn man — an die Stelle von x setzt, denn es ist 

! •• :1i I: «* r: /. * * - . ■ » 

IJji""I:! » l il " - . ' I ' • ' 

*y rm% ry 

•As %As %V 

und folglich wird jetzt 

/ r ©=^+4if Fa +^Crfr0 l +- < 2 > 

Die rechten Seiten von (1) und (2) sind nun identisch, und 
daraus scheint zu folgen, dalte ej| auch die linken Seiten sein 
müssten; aber das ist gar nfcnt nothig , denn im Allgemeinen kann 

/(^} «nmöglich fallt f\z) «sammfenfallett. W^Äftt nu* Mti*r$n 

(1) ar<lü»lr|:l«« Ut .ttCiffi da* hom tf£ 1, ttid KlgUtfti Füssen 
wir jetzt sagen : in der Gleichung 

hat die Summe y zwei verschiedene Werthe, nämlich 

®* x < 1 ist y=f(x), 

• • !•• . . •a/^I'A i--.it' i- 

,., . fwr.a^ J dagegen y==/\_jj- :,. ,:«- ^f. 

' 1 1 Wir* wollen diesä an einem Beispiele erläutern , dem man belie- 
big viele andere leicht anreihen kann. 

Entwickelt man VI-: 2 nach dem Binomialtheorem , so ist 
fürxll 

— — i ' ■• - . 

• - i , ; ■ J; 1 < I «.- • 

' 1 Vi — Z 2 

. — — im ii*. i 

Z 

2* + 2.4* + 56.4.6^ + 2.4.6.8* + "" 

A «• r- • t • * * 

AUS ,. I i im. ; -J .. . • i-.,' ti. , • 




v. 
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folgt aber sehr leicht' ^ * «i ; t - ; i ---«IM 

..i *. . r . ;• : , •• . ,/ > ! • <v i ,v 

und kotriX ergiebt sich auf der Stelle ^ 

•i i«i \ / ! i! ü : ->: 

d. b. eine Gleichung von der Form (1), und zwar diejenige i wo 
f(x) die einfachste Gestalt hat. Jedoch gilt dieses Resultat nur 

tär x<\; denn aus No, 0) gebt hervor, dass die linke $e\te 

eine Funktion von t darstellt, welche beständig wächst t wenn man 
: das Intervall ö bis 1 durchlaufen lässt, also für 2=1 ihr Maxi- 
raum erreicht =1; daraus folgt denn sogleich ( 

_ 1 , d. h. .r 

X = / =Ä? . V. II 

1 ..• . • : !f« - ilri; ■ * **;«.«) im 

wie behauptet wurde. , »- < ■ „ 



Setzt man dagegen in der Gleichung (3) 



x 9 



t io lindet man umgekehrt : , 

• Iii «.'*.• • . ; ..5 1 *> . 

2* 



und folglich , 

* 2.0 



*~ l+** + 2 \A+xO + 2.3VJ+:r*J + '" {) 



'? und diess gilt wie vorhin für . •.. 

d. h. oder xC\. 

Vergleichen wir nun die unter (4) und (5) gefundenen Resultate, 
so ergiebt sich, dass die Summe der Reihe 

*""l + rf'*2 U'+irV '"2<3VH^J ^ (r) ; , 
auegedrückt wird durch . 



y=x von x=0 bis # = I, 
y=3 i von xssl bis .r=3cc. 
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Diess lässt sich geometrisch sehr gut veranschaulichen, wenn 

man sich in No. (6) x und y als rechtwinkliche Coordinaten denkt. 
Die Linie, deren Gleichung No. (6) ist, besteht dann aus zwei 
Theilen, von denen der erste eine die Abscissenachse unter dem 
Winkel 45° schneidende und durch den Anfangspunkt gehende 
Gerade {OB in Taf. I. Fig. 7.) und der andere ein Stück von 

einer gleichseitigen Hyperbel bildet, deren Achse = V~2 ist und 
deren Asymptoten die Coordinatenachsen sind. Die vorher angeführte 

Figur giebt hiervon eine Abbildung, beider OAz=AB=l, OB= VÜ 
ist, und worin OBS den positiven Theil der fraglichen Curve dar- 
stellt. 

i 

Es knüpft sich hieran eine allgemeinere Untersuchung, welche 
zeigen soll, auf welche Weise man jede gewissen Bedingungen 
unterworfene Funktion f{x) in eine Reihe von der Form 

■ 

■ 

verwandeln kann. Wir müssen zu diesem Zwecke an die soge- 
nannte Umkehrungsformel von Lasrange erinnern, welche Folgen- 
des sagt. Ist y' die kleinste, d. h. die mit z gleichzeitig ver- 
schwindende Wurzel der Gleichung ■• 

y-z<p(y) = 0, (7) 

worin <p(y) eine stetige für y=0 weder verschwindende noch un- 
endlich werdende Funktion von y bezeichnet, so lässt sich jede 
andere Funktion y(y') jener kleinsten W T urzel in die r> * 



^')=4,Mi+V+4:H.... ' (8) 

verwandeln , wobei die Coeffizienten mittelst der Formel 

für y=0 nach geschehener Differenziation bestimmt werden. Diese 
Reinenentwickelung gilt aber nur so lauge, als der Modulus von 
x kleiner als der Modulus des kleinsten z ist, welches die simul- 
tanen Gleichungen ' 



► t 



2 ~9(yy s ~9'(y> (10) 



erfüllt, und ausserdem^ muss eine Funktion sein, welche für 
sich m eine Reihe yott der Fo*n a 0 -f otf + ff«# 2 + verwandel- 
bar sein würde *).' 

Um hiernach unser Problem zu losen, setzen wir hif'(7) <jp(v) 
= die Gleichung 



*) M. «. mein Handbuch der Differenzialrechnung Cap. IX. 
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hat dann die zwei Wurzeln 

von denen die zweite mit z gleichzeitig verschwindet, also unser 
y darstellt. So haben wir denn 

! (Mi 

and dabei ist 

Die beiden simultanen Gleichungen (10) sind 



y \\ 
, -4(y«+D' , -y ; 

% 1 

,j ' 4 *4 3r ~; 

folgt jr-+l, und nach dem Vorigen i=A = dtl, und 

folglich muss der Modulus Von z immer kleiner "als die Einheit 
jem, was man der Gleichung (11) schon im Voraus ansehen konnte, 
setzt man in ihr 

1— W^T* 

=*, 

wo nun wegen z<l auch immer x<X ist, so folgt 

_ 2jt 
2 — 1 + **' 

und mithin 

Schreibt man f filr ^ und setzt 

für y=0; (13) 

•o ergiebt sich jetzt, weil A Q =f(0) sein muss: 

Theü X. 4 
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X ^ ^* '•••.■!' • \ :!/•■•> » 



Hatte man dagegen 



2 3- 



gesetzt, so wurde man 'zu dem T^esyltate 



<D=^+x'(!r^)+i^Crf^y+ - J (.5) 



; 

• V . 1 • *" 

I » 

gekommen sein. Es ist demnach für 



.* ; u\ hin 



yz=f(x) von :r=0 bis :r=l, 
y=f(-J von x==l bis ar=»; 



i r 



und die Curve, deren Gleichung (16) ist, besteht demnach wieder 
aus zwei Linien von verschiedener Natur *). 

Man könnte noch fragen, ob sieh nicht ein dritter analytischer 
Ausdruck linden Hesse, der von selbst entweder in f{x) oder 

fQ^. übergeht, jenaohdem x<\ oder >1 ist und <ler dann ganz 
iOi Allgemeine den Werth von y darstellte und die Unterscheid 

dung von x ^ 1 überflüssig machte. Diess lässt sich auf folgende 

Weise erreichen. Nach einem bekannten Theoreme ist der Werth 
des Integrales ' 

y'^ sinafreosfifr ^ 

für a>ß , a=ß , a<,ß. 
Bilden wir nun den Ausdruck 

° * !f:;°' ■ ..Vi \ . ' 



*) Beispiele Jne^JE^. Munh m»» V «Jeh U«Wt in MengeA verschaffen , da 
es viele Funktionen /(&) giebt, für welöfre die Bestimmung von K n kei- 
nen Schwierigkeiten unterliegt, z. B. /\x~) — x m (wr ganz und positiv). 
f{X) = }J(\+x') u. s. w. i r ■- 



. * ■ * 
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worin .-ils constaTit tür die Integration nach 0 angesehen wird, 

'I \ ihm •»•'•. r' An% / .» tln u.lvt i i'iijf ;» in il < J 

so ist für l>x das erste Integral = 3, das zweite ,=0;, -folgHch 

TT * 

ferner för l jedes der Integrale Ä j> mithin 

Tt 7t 



.... ^=4/(l) + jAi)= f Al),. 



7t 



and für *#>1 das erste Integral =0, das zweite =:>~, also . 

l ,*$, ••..•••'» » »i .• 



.. I » • ' . » - \. - • i 

2 

Es stellt daher der Ausdruck — X in jedem Falle den Werth von 



dar, und demnach ist für die ' nach Formel (13) bestimmten 



• > • 



(IS) 



Verthe von K 

^)+t Qhd + o Crfei)" +••• j _ 

und diess gilt für alle # yon «#=0 bis a?=oo. Der reelle Gewinn 
bei dieser Form besteht darin, dass die Distinktionen hinsichtlich 
des x wegfallen, was oft Öie Rechnung abkürzt. Wollte man 
z. B. den Werth des Integrales 

*t0t>"f t /Um i: itHMif ( »*ellfi . v " yffiW' 1 ' 1 *'l * ? " : : ' V - • .» . . • \ 
•üb . v.JiVlÜ tt'tvui'tJiMlicpuM'Mai^BY^yfi^ » »• i'ii/< 

4"Mrtsst«»l biii" ~- vi nun liT^ 0 . tr ' it./ n-» v , i • ! 1") 



wo 
man 



n I "i * \ • i>i 

eine beliebige Funktion bezeichnet, entwickeln, so würde 

i, um sich der Formeln (16) und (17) bedienen zu können, 

erst schreiben müsset ,. ' ■ , . " 7 , • ,. 

i^'tedn^ zweiten y=f(£ji 

setzen ; uhfer Anwendung der Formel (18) dagegen' ist eitle sojefo? 
Zerspälrun^'vori £ nicht nöthisf, indem man ßir y ünmUteit>ai< effe* 
rechte Seite der Gleichung (18) substituirt und damit S in ein 
Doppelintegral verwandelt. 

t „ Zum Schlüsse noch ein .Mückchen Polemik. Ui~ 



Jie vorigen. Viku 

iigen nämlich vollständig, die Nichtigkeit <ler. 
sogenannten syntaktischen oder allgemein analytischen 



4* 
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Bedeutung der fettend lieh en Reihen, <wie, sie namentlich 
von Oh in und seinen Schülern verfochten wird. Gäbe man z. B. 
einem solchen Herrn die Summimog der Reihe 

— I 2* 1 f "Ix V . 1.3 r^f_V, 
^-2 rT^ + 2.4LT+5*J +2.4 :*>\A + x*J f " 

auf, so würde er sagen: niehts leichter als das, wir schreiben die 
Reihe in der Form 

y = ^ 2* (1 + **)-' +2T40*r)»(l + + ... 

und wenden das Binomialtheorem auf jede der einzelnen Potenzen 
von .r* an; diess gieht ^ 

y=:i2*(l— ar* + *4 -*« + ....) 

+ k i (2ar) s (l - 3** + &r« - . ...) 

Jim 4 J« ». .» 

+^0(2^) 5 (l-5^+....) 

.. • • • * . ... 

und zwar jranz allgemein richtig für alle x. Denn so lange x 
nicht zu einer Zahl spezialisirt wird, ist ja in der Gleichung- 



x nur »der Trager der Operationen" *), allgemein analytisches 
Symbol u. s. w. Die Zusammenziehung derjenigen Glieder, die 
gleiche Potenzen von x enthalten, giebt nun y=x und folglich 
ist ganz allgemein 



Vie Unrichtigkeit hiervon zeigt sich aber sogleich, wenn man 
— für x setzt, denn man erhält x — ^ c * und das ist syntaktisch un- 
geheuer falsch und nur für x=zl richtig, so dass also am Ende 
gar keine Reihensummirung, sondern nur # = 1 herauskommt. 



') Mir fallt bei diesem Oh machen Stichworte allemal da« früher 
an deutschen Höfen existlrende Institut der PrAgeljnngen ein, aoeh er- 
innert es mich an jene chinesischen Proletarier, die davon leben, das« 
sie die Anderen zuerkannten Bambnshiebe sich aufzählen 
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Wir Anderen, die ebe Gleichung zwischen Funktion und 
Reihe nur dann gelten lassen, wenn letztere c'onvergirt, würden 
nun so verfahren. Die Formel (19) setzt voraus, dass ;r<l sei, 
weil sonst die Reihe divergirt nnd mit (1+a:*)-» dann nicht mehr 
identisch ist. Wir fähren also die ganze vorige Rechnung nur 
mit der Bedingung x < 1 und behaupten daher auch das Endresul- 
tat y—x oder die Gleichung (20) nur fiir x<>\. Ist dagegen 
;r>l, so schreiben wir 

«♦er 

l 

setzen -=|, wo nun £<1 ist, und nehmen die ganze Rechnung 
jetzt mit der Gleichung 

In Bezug auf | so vor, wie vorhin In Bezug auf x. Es findet sich 

1 

dann y={, d.h. y=-, und so gelangen wir genau zu demselben 

Endresultate wie früher. — Die Anzahl solcher Beispiele lässt 
sich. übrigens leicht vermehren, und sie zeigen immer wieder, dass 
divergente Reihen den Funktionen, aus denen sie entwickelt wur- 
den, nicht gleich zu setzen sind. Um aber solche Beispiele zu 
kennen, muss man sich im Gebiete des Calcüls etwas umgesehen 
und sich namentlich mit disknntinuirlichen Funktionen beschäftigt 
haben. Wer weiter nichts wi|l f als Funktionen wie c* - sin x etc., 
in Reihen verwandeln, langt freilich mit jeder noch so miserabe- 
len , Ja sogar mit gar keiner Ansicht aus ; geht man aber ein paar 
Schritte weiter, so lernt man bald das Gefahrliche solcher angeb- 
lich allgemeinen Theorien kennen; versteigt man sich endlich in 
Gegenden, w* es nur einen einzigen Weg, den man sich erst 
selbst brechen muss, und also auch keine Controlle siebt, so 
fühlt man die Notwendigkeit solcher Methoden, welche die Garan- 
tie der Sicherheit in sich selbst tragen. Diess ist auch ganz ein- 
fach der Grund, warum alle die Männer, welche in neuerer Zeit 
die Wissenschaft materiell erweitert haben, sich zu den haupt- 
sächlich von Cauchy und Lejeune Di richtet vertretenen An- 
sichten bekennen. 



■ 
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m • »' • ••i ' * 

Heber die eylindriselien KanaMächen. 

* 

: Von dem \ 
Herrn Doctor jVfifienger, 

fcejwrer der Mathematik and Physik ap der hfiheren Bürgerschule ru 

Sinsheim bei Heidelberg. 



« • • 

• «. .•» -\ ••: 



Wenn eine geschlossen^ fläche, oder ftiitper sich so bewegt, 
dass einer ihrer Punkte auf einer bestimmten Kurve sich bewegt, 
go ist die umhüllend«- Flache aller dc.F sueee^veu Lagen, wek-W 
die bewegliche Flüche einnimmt, eine Kanal fläche. Für den 
Fall, dass die bewegliche Fläche eine fcügenläcbe to« konstantem 
I tlbiuesser ist, deren Mittelpunkt auf einer gegebenen Kurve sich 
ewegt, nennen wir die entstellende Ka^alfiache eine cvtin'dri'sche. 
Vir stellen uns nun im Folgenden die 'Au/gabe, ßeä Ffächen- und 
ile'n. Rauminhalt dieser letztern Gattung zu bestimmen; 
. • ' ■ • * * " \ 

■ «I ........ ■•.!•<• ' • . 1*1 

?l I. >x<- bii 

Eine Kugel vom Halbmesser r bewegt sich so, dass ihr 3|Kt- 
tclpunkt auf einem Kreise bleibt, dessen Gleichung ist 



Welches ist die Gleichung der beschriebenen KanalflSche? • ' 

bezeichnet a die Abscisse eines bestimmten Punktes des fes- 



ten. Kreises, so ist das, dazu gehörige uzzz j^f JZ* — a a unc^ die 
Gleichung der Kugeifläcne, weun ihr Mittelpunkt m diesem Punkte 
-sich befindet, Ut , .' . ■ 

Differenzirt man diese Gleichung nach «, so ergiebt sich: 



oder 



±ay=a* W — a 1 . (2) 

Eliminirt man nun n zwischen der Gleichung (1) und (2), so er- 
giebt sieb als Gleichung der verlangten Kanalllachc: 
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So 

Wie riiait hnch* bildet, wird Alese Flache 1 t oh einer Ebene, 
die durch den Anfangspunkt der CopK^natee geht und auf der 
Ebene der xy senkrecht sieht, in einem Kreise geschnitteil, des- 
sen Halbmesser r. ist, was klar ist, da offenbar die vorliegende, 
durch die Gleichung (3) ausgedrückte Fläche auch entsteift, wenn 
ein Kreis vom Halbmesser r, dessen Ebene senkrecht steht 'auf 
der Ebene des festen Kreises, sich so bewegt, dass sein Mittel- 
punkt den Umfang des festen Kreises durchläuft, oder dass er 
sich um die Axe der 2 dreht in der Entfernung R. 

Sueben wir nun den Flächeninhalt der betrachtete* Kanals 
flache zu bestimmen. , ?! u. » 

Sei in Taf. I. Fig. 8. CD ein Viertelskreis, dessen Mittel- 
punkt G und dessen Halbmesser DG = r ist; ferner\sei AO senk- 
recht auf &4"und AG=.R\ EF ein Element des Kreises, des- 
sen Gleichung 



y 2 + a* = r* 



sein soll. Dieser Viertelskreis drehe sich um AO, so beschreibt 
das Element EF, das man als geradlinig betrachten kann, eine 
Kegelfläche, deren Inhalt . ! 



= *.EF.(MF+NE)=*.V idx)*+(dy)*.(R— x+R-x+dx) 

ist. Nun ist (-ji) —fTZ^ demnach ist die Fläche, welche 
durch de» Viertelskreis CD beschrieben wird : 

Jo Vr J - x* 

Wäre der Viertelskreis nach Aussen , statt nach Innen gewendet, 
so fände sich für die beschriebene Flüche: 



•f. 



Die betrachtete Kanal Hache ist aber offenbar gleich der doppelten 
Summe dieser zwei Fliehen, d. h. gleich 

4J?r« 2 , 

oder gleich der Umfläche eines senkrechten Cylinders von gleicher 
Weite, dessen Höhe gleich der Länge der Mittellinie der 

Kanaltläche ist. Biegt man also diesen Cy linder, bis er eine 
Kanalfläche bildet, so dehnt sich seine eine Seite um eben so 
viel aus, als die andere zusammengedrückt wird. 
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Den Rauminhalt erhält man auf ährtJiehe Weise. Der von NEFM 
erzengte Körper bat einen durcb %<NM t (MF* + MF. NE + NE*) 
ausgedruckten Itmatt: Dieser ist nun gleich *<fy(Ä — x)* 
=~2^^2p ; somit bat der von ODCA erzeugte Körper den 
Inhalt: 

Ist der Viertelskreis nach Aussen gewendet, so erhält man für den 
entsprechenden erzeugten Raum: 



• • • 



y 0 ^qt^^+x+t 



Der Rauminhalt des cylindrischen Kanals ist aber gleich dem 
doppelten Unterschiede dieser beiden Körper, also gleich 

• i ■ i 

d. b. gleich dem Kubikinhalte des vorhin erwähnten senkrechten 
Cylinders. 

• ■ : * t ■ 

II. 

Die vorstehenden Resultate können nun leicht verallgemeinert 
werden. Sei 

die Gleichung einer ebenen Kurve, auf der sich der Mittelpunkt 
der beweglichen Kugel bewegt, so ist die Gleichung dieser letztern' 

(a?-a)»+( 3 r-A«)) , +* Ä =^ 
und wenn man a zwischen dieser Gleichung und 

«•-«+(3f-A«))A«)=-0 

eliminirt, so erhält man die Gleichung der gesuchten cvlindrischen 
Kanalfläche. 

Diese ist offenbar die nämliche, als die Fläche, welche ein 
Kreis vom Halbmesser r beschreiben würde, dessen Mittelpunkt 
auf der gegebenen Kurve sich bewegt und dessen Ebene senkrecht 
steht auf der Ebene der Kurve. 

Um die Oberfläche dieser Kanalfläche zu bestimmen, verfah- 
ren wir auf folgende Art. 

Denken wir uns im Anfangspunkte der Coordinaten die Axe 
der r errichtet, so kann man sich vorstellen, der bewegliche 
Kreis drehe sich um diese Axe. Betrachten wir (vorhergehende 
Figur) den Punkt F, so bleibt für ihn MF nicht konstant, wie in 
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L, sondern es ändert sich, je nach der Gestalt der festen Kurve; 
Jedoch kann man für einen unendlich kleinen Winkel «ty, um den 
sich der Kreis dreht, MF als konstant annehmen, wie auch die 
Entfernung aller Punkte des beweglichen Kreises von der Axe 
AO. Die durch solche Drehung beschriebene Oberfläche ist nach I. : 



E trenn o die veränderliche Länge von AG bedeutet. Da o für die 
tmendlich kleine Drehung dtp konstant bleibt, so ist gäxpzs: dg, 
nenn dt das Element der festen Kurve bezeichnet. Bewegt sich 
also der Mittelpunkt der beweglichen Kugel durch die Lange s 
der festen Kurve, so ist der Inhalt der dadurch erzeugten Kanal- 
fläche: 



2rndt = 2r«.*, 



: : 

■ 



d. h. gleich der Oberfläche eines senkrechten Cy linders von. glei- 
cher Weite, dessen Höhe gleich der Länge der Mittellinie isf 

Ganz eben so findet man, dass der Kubikinhalt des Kanals 
gltfclk ist dem Kubikinhalte des eben erwähnten Cv linders, 

. Sei z. B. die Ellipse, deren Gleichung j 

&st, die leitende, feste Kurve (Mittellinie), so ist, wenn man die ganze 
jKanalfläche betrachtet, die Länge der Mittellinie: 



t 2 C08*(pd(p, 



worin e = , welches Integral man durch die elliptischen 

Funktionen, oder durch die sehr convergirende Reihe 



ausdrucken kann. Der Flächen- und Rauminhalt der Kanalfläche 
sW nun: 

2ml und r 2 «/. 



ähnliche Weise verfahrt man in andern Fällen. 



III. 

Hielt sei die leitende Kurve eine krumme Linie doppelter 
ig, deren Gleichungen sind: 




I 
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so erhält man die Gleichung der entstehenden Kanaifiäcjie . wenn 
man; a eliminirt zwischen ■ ,;i 

(.r- o)H (»- A«)) 4 + (-— *W)»= r a 

und 

*-a + (y ~ f(a))f'(a) + F(a)) F'(a) =0. 
»im Iii ' I . . ,r • • . • /' .• . ..' i •.■*:• if . 

Ist d» das Element der leitenden Kurve, so kann man dieses 
als eben betrachten , woraus nach II. folgt, dass die Elemente der 
Oberfläche und des Rauminhaltes resp. sind: 
i ••".»...;■. i i*i • ... » *i i 

2m ds und r 2 mls, 

woraus durch Integration leicht folgt, dass sowohl Oberfläche, als 
Rauminhalt bezüglich gleich sind Ümfläche und Kubikinhalt eines 
senkrechten Cylinders von gleicher Weite, dessen Hübe gleich 
der Laune der leitenden : Kurve. ' ' ' ' 

Die oben hergeleiteten Formeln hätten sich auch aus dem 
Guldinscheti Theoreme entwickeln lassen ; da jedoch die Kanal- 
flächen häutig vorhanden sind, so ist es nicht vergebene Mflhe, 
die betreffenden Aufgaben ohne Anwendung dieses Theorems zu 
lösen, zumal die vorliegende Entwickelunt» sich leicht ganz elemen- 
tar darstellen lässt. 



.. .,'},' • , , • i . i • » 

I. 1 i • • . ... I*' • » ••»*! ■ < ) | II * .»!.»' 



• • • 



, » • ••• • 



I % 



« i 



• ■ 



. 1 



• • • 



I 1 .* »t| * •♦• »tl.U i 



i Iii" 

'•»I«* i »i'»lt : •: »••i.'i . '.11111*1.11111. 
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•. « • . • . • •* ' » i« • 

Heber eine Klasse geometrischer Sätze, 
deren Beweise auf keinen f * r össcnbe- 
gtimmuiigeii beruhen, nebst einer ele- 
mentaren Konstruktion «es Mittel- 
punktes des einfachen Hyperboloids. 

M . • • , • iii! •. ■ * • i 

. ' Von ! 1 

Herrn Fr. Seydewitz, 

Oberlehrer am Gymnasium zu Heiligenstadt. 

'fitau't • '•»#• ■**ii.».»i ••!.> ■ •" .» . i »V ; i • • . 

Die von dem Herrn Herausgeber in diesem Theile des Archivs 
S; 89. zur synthetischen Auflösung vorgelegte Aufgabe*) gehfrrt 
zu demjenigen Theile der Geometrie, dessen Sätze nicht aus Grössen 1 
bestiimnungen, sondern, eiozig und allein aus der Definition der ge- 
raden Xmi 
reingeomet 
er die allgc 

stand der quantitativen Betrachtung werden sollen, dieser letzteren 
als reelle und bereits vorhandene überliefert, den Anfang des ge- 
rammten Systemes der Geometrie bilden sollte. Wenn ich nämlich 
nicht sehr irre, so besteht die letztere aus drei wesentlich von 
einander geschiedenen und zugleich einander voraussetzenden Hnupt- 
theilen, in denen sich per wissenschaftliche Gedanke auf äbulieh« 
Weise, wie das sich entwickelnde Bewuss^cin üb erhaupt^ durch 
die Stufen der Anschauung < und der Reflexion' hindurch zum be- 
reifenden Wissen hin bew egt, per. erste dieser Theile — die 
«netrie der reinen Lage — ist der sq eben angedeutete: 
zweite — die Geometrie de> (; estall und Grösse r- ha* 
überlieferten Gebilde hinsieht lieb ihrer Linien-, Winkel-, FIäcbc,n- 
1 körperlichen Grosse zu vergleichen und insbesondere «Jurrh 
foricklung ihrer metrischen > Beziehungen , von den besonderen 
zij. de» aDgeBiein^reu aufsteigend, die ajlgenieinen metrischen Ge- 

V ';. i.:..t., ii .i ;.;>•; 

. P>« gesuchte dVrade ist die l>urrlwdmjtt*Uuie derjenigen zwei 
Ebenen, welche den gegebenen Punkt mit den beiden gegebenen Geraden 
verbinden . oder an <■ Ii . VM einerlei ist. die \ er Iii hdnngslitiie ilen gege- 
benen Pnnktes mit demjenigen Punkte der einen gegebenen Geraden, in 
Welchem die letalere von der \ erbiudungsebene des gegebenen Punktes 
und der anderen gegebenen Geraden geschnitten wird. ..!!„ 
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setze zu erforschen, welche dann dem dritten Theile — der Geo- 
metrie der Grosse und Lage als Principien dienen, uro die 
Ge8ammtheit der geometrischen Wahrheiten als wohlgegliederten 
Organismus darzustellen. — Von diesen dreien ist der erste Theil 
der bis jetzt noch nm wenigsten ausgebildete , so dass es scheinen 
kann, als ob derselbe ausser einigen wenigen, in den Lehrbüchern 
zerstreut liegenden Sätzchen welter. nichts als eine Reihe von 
Definitionen enthalte. Gewiss aber würde derselbe einen grosseren 
Inhalt und grössere Selbstständigkeit gewonnen haben, wenn man 
die in deti übrigen Theilen durch die' Natur der Sache gebotene 
Maxime, die Erscheinungen des vollen Raumes aus denen der 
Ebene, und nicht umgekehrt, abzuleiten, nicht auch auf jenen fiber- 
tragen' hätte. Denn hier gerade zeigt es- sich, dass man nlanime- 
triscbe Sätze, welche bisher mittels vieler Proportionen hergeleitet 
wurden , durch eine einfache steteometriscfle Betrachtung' erhält 
und so eewissermnssen Früchte mit blosser Hand erfasst, zu denen 
man nicht ohne Leiter und Brechhaken zu gelangen glaubte. Das 
Folgende mag als Beweis dieser Behauptung dienen. 

%. ■ I ! ♦ 

i. 

Wenn drei Gerade A , /?, C im Räume paarweise drei Punkte 
(endlich oder unendlich entfernt) gemein bähen , und eine vierte 
Gerade D hat mit zweien derselben, z. B. mit A und />', zwei 
neue Puukte gemein, so hat dieselbe auch mit der dritten, C, 
einen Punkt gemein. .1, ■', 

Biß weis. Denn hätte D mit C keinen Punkt gemein, so 
würde man, wegen der volligen Einerleiheit der rechten und der 
linken Seite der Figur, mit demselben Rechte behaupten können, 
dass die Gerade D links, als dass sie rechts von der Geraden C 
abwiche. 

■ ' l * 1 • 

11 . ■ • •" rUt > »\ m .. .'. "' m Ii! 1. 

Denkt man sich einen Punkt S mit sämmtlichen Punkten einer 
Geraden A im Räume durch gerade Linien a, 6, c, d... verbun- 
den, so bilden die letzteren eine Fläche <£; ist nun N irgend eine 
neue Gerade, welche mit (£ zwei Punkte a, fr gemein hat, so 
gehen von 5 nach diesen letzteren zwei jener Linien, a, b, c,rf..., 
z. fi. a und b; da nun A, a, b paarweise drei Punkte, also auch 
N mit A einen Punkt gemein hat, und da, wenn k irgend eine 
andere der Linien a, h, c f d... ist, die geraden A, a, /- paar- 
weise drei Punkte, die N aber mit A unä a zwei Punkte, also 
auch N mit k einen Punkt gemein hat. so hat N mit sämmtlichen 
Linien u . b, r, d... einen Punkt gemein und liegt demnach ganz 
in der Fläche (F. Eine solche Fläche, in welcher alle • 
Punkte einer Geraden liegen, sobald dieselbe irgend 
zwei Punkte der ersteren verbindet, heisst eine Ebene. 

Aus 1. und 2. wird nun bewiesen, dass zwei Gerade in der 
Ebene — eine Gerade und eine Ebene im Räume — endlich zwei 
Ebenen im Räume, allemal bezüglich einen Punkt oder eine Gerade 
(endlich oder unendlich entfernt) gemein haben. 



Digitized by Google 



61 



j Drei beliebige Ebenen im Räume haben entweder nur einen 
Punkt öder 1 eine gerade Linie (endlich oder unendlich entfernt) 
gemei*. . 

Beweis. Denn bat die Ebene B mit ^4 die Gerade AB, und 
i mit der Ebene C die Gerade CB gemein, so haben die in B lie- 
fe genden Geraden AB und CB einen Punkt s gemein oder fallen 
zusammen; im ersten Falle hatyen alle drei Ebenen den Punkt t, 
n* Weiten eine gerade Linie gemein. 



: •• • 



r 

Gehen in Taf. II. Fig. 1. drei beliebige Gerade im Räume durch 
einerlei Punkt S, und werden auf jeder zwei Punkte a, a; b, ß; 
e 9 y beliebig angenommen, so lassen sich diese letzteren paarweise 
durch zwölf neue Gerade ab, ctfi, aß, abi bc , ßy, by, Sc; ca, ya, 
es, ya, und drei zu drei, ausser Sab, Söc, Sca, durch acht neue 
Ebenen abc, aßy, aby, aßc, abc, aßy , aßc, aby verbinden. Ist 
nun der Reihe nach 

, . bc und ßy, 



«1 

«1 

Ä 

c v 

Yi 



by 



0er Durchschnitt der Ge- 
raden .... 



ca 
ab 
aß 



»> 
» 
»» 
»» 
»» 



ya, 
ab; 



so liegen der Reibe nach die drei Punkte ( 
«i, bx, c x abe und aßy, 

«i » ßt , Ii • • • . • «fc „ fl/5y , 

im Durchschnitte der Ebenen 

«ir* *i, n «0« «*y> 

tflCrA» a6y „ aßc; 

also in vier neuen Geraden, und da diese paarweise sechs Punkte 
gemeint haben, so liegen dieselben in einer und derselben neuen 



5. 



Und nun abc und aßy irgend zwei Ebenen im Räume, welche 
■BD Strahlen eines räumlichen Strahlbüschels S bezüglich in 
Iota f^nHen a, a; b, ß; c, y; d, 6... geschnitten werden, und 
s^ttfttn In der vorhergehenden Betrachtung d, d an die Stelle 
rä *o erhält man eine Ebene M, welche gleich der vorigen 
\im Durchschnitt der Ebenen abc und aßy und ausserdem auch 
<JeU Änrhschoitt der Geraden aß und ab enthält; beide Ebenen 
Uf«Cülen also zusammen. Hieraus folgt : 

Ww erden zwei Ebenen von den Strahlen eines räum i 
m Strahlbüschels bezüglich in den Punktenpaaren 
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a, 6, c, d... und a, |3, y, dV:. geschnitten, und je zwei 
dieser Punktonpaare,; wie 9 uud ß, b und «, wecjb^els- 

Seise durch zwei Gerade verbunden, so liege* die 
urchschnittspunkte je zweier solcher Geraden alle in 
einupdderselben Ebene, welche auch die Durchschnitts- 
linie icnör befden eisten Ebenen ent*hfilr. ( » - ' 

»\ i * HtV " «• * !• - «*• ''Ulli ii) •»«!• > 'Itl'i 1 ' i .'. i|. t< 

«"I: , , ,.' ■, . . V; fl # \ > hii \\\ ||«»f*«it»| 1 . 

Aufgabe. Wenn zwei Ebenen abc und aßy, deren Durch- 
schnittslinie ausser dem Bereich der Zeichnung liegt, beliebig ge- 
geben sind, durch einen beliebig gegebenen Punkt y x eine Ebene 
zu legen, welche, gehörig verlängert, nach jener Durchschnitts- 
linie gehen würde. 

Auflösung. Man lege durch deu Punkt, yj^vei, Gerade «P 
und ab , welche die geg. Ebeuen bezüglich . ,in den Punkten a, 0 
und a, b schneid en ; ziehe sodann die Renalen ab .und aß, und 
aus dem Durchschnitte Ä der letzteren «iue dritte cy,, welche die 
beiden Ebeuen in c und y schneidet Jetzt ziehe, man noch ay 
und ac, die sich in ß Xi und 6y und ßc, die sich in u, schneiden ; 
so hat (J'ic durch die drei Punkte a Xf ßi, y x gehende Ebene die 
verlangte Eigenschaft. 1 ' 

.-><h .0 .7« , . j 

Es seien in Taf. II. Fig. 2. abc und a\ ^ ^ zwei jn einerlei 
Ebene liegende Dreiecke, deren Ecken paarweise auf drei Strahlen 
aa x , 66| , rr t eines Punktes s liegen; durch den Punkt x werde 
eine beliebige Gerade Ss in deu Raum gezogen , und zwei belie- 
bige, funkte s x der letzteren , jener mit den Ecken des Drei- 
ecks abc durch die Geraden Sa, Sb , Sc, dieser mit denen von 
ai b t c x durch s x a 1 , x L b^ , t x c x verbünden. Diess vorausgesetzt, 
so schneiden sich Sa und $ x a 1 in einem Punkte a; Sf> und $.6, 
tin j?; *Sc und in v; ferner schneiden sich die drei Geraden 
ab, a x b x , aß in einerlei Punkte y x der Durchschnfttslinre "der 
Ebenen abc und aßy; die <lfei Gerade?! bc, b x c x , ßy in einerlei 
Punkte tf} derselben Linie, und ebenso ca., c x a x , y£ inAcinerlei 
Punkte dieser Linie. Folglich liegen die Durchsch'nittspunkte 
a i> ßi > Vi der •■'Seitenpaare bc und b x c x , ca und c{d x ; 1 06 1 und 
«i 6| in einerlei gerader Linie. »ii t»*l. 

' Gehen !n ei ner Eben e die drei Geraden, welche' die 
Ecken zweier Dreiecke paarweise verbinden,' durch 
einerlei Punkt, so liegen die drei Durchschnittspunkte 
der entsprechenden keitenpaare in einerlei gerader 

Linie* .il »\i u*., • I r» -/\ !•;. iuin . i' - i Inn''' 

Iii d»il./i%'»d * . . ..I 1^ "v u& f - i- .1 Sdl 1 ^ 11 »! . 

! V, > einer Ebene (Taf. 11. Yfe 3.) werden zwei beii^e Gerade 
4.:l'Vö|j l, ärei prahlen eine! ^trahlbüschels > ^zff^'hi den 
Pun'kten^aareri a, b, c und % ,'A t , c^ gescJiiiitteii •' zieht m un noch 
die Geraden a(> x um! Aoj, jdie sich in y; c6 x und fic^, oie sich in 
aschneideR, so liegen die Ecken a, 6 t , c und ä l9 'A, der Drei- 
ecke ab x c und a x bc x auf drei in s cönvergirehden Gerädetf; als^o 
liegen «die» Punkte b, y, ß, in denen sich die entsprechenden Seiten- 
paare schneiden', in einer geraden Linie. Hieraus folgt: « .A 
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vi| .'.Werden zwei (iorade e'nver Ebene! voi »den» Strehlen 
eines S t r ah lhüs ch e 1 s i n d en P u li k t en p au rc n a , h , cd... 
and ö r , A'v^, <*i-. geschnitten, und je /.nei dieser Paare 
iveehsellsweise dftrch zwei neue (ier.-ule, z. ß. und 
ö t fj, \ nr banden, so lieg« n die Durchschn ittspunkte aller 
dies er neuen Geraden in einer und derselben geraden 
Linie, welche aucfe' den Durchschnitt der beiden ersten 
Gera (1 en v uthält l * v#h 'd»<iT>«> •»!.-. j -Mii i 

^^f^'-^ß^ #ci .mi. >holiche Aiugabe», wie 
iiämhen : Durch einen gegebenen, Punkt einer Ebene in derselben 
ine Gerade zu ziehen, .welche nach dem (ausser dem Bereich der 
ich nung hegenden) Durchschnitte zweier gegebenen Geraden geh«; 
; ier'; Mit zwei gegebenen Parallelen durch einen gegebenen Punkt 
rer Ebene eine neue Parallele zu ziehen; endlieh: Durch einen 
ebenen Punkt des Raumes eine Gerade zu ziehen, welche nach 
(ausserhalb dem Bereich der Zeichnung liegenden)' Durchscnnitte 
gegebenen Geraden und einer gegebenen Ebene gerichtet sei. 

H .1. tl' .; ; • • ■ \* .' -. i! .♦• 'iiJv j»n»| 

ttz'l "l Tl *••"■>' 9.T...1 '] . . S cd» arff**ll**i 

*£f»w/ . e. ii. ..,(•» •■ <. »cd. ni 

e*hrPurch den in 7. entwickelten Satz, welcher «ich auf die be- 
kannte Weise für Figuren von mehr Seiten erweitern Jässt» j«yt 
nun die unter dem Namen der Gollmeation' bekannte Beziehung 
der Figuren, und durch die Annahm* eines unendneb entfernten 
Punktes s und des Parallelismus -der. Seiten sind zugleich, die her 
sonderen Fälle der Atiini tat. Aehhlictyceit. Gleichheit * Symmetrie 
und Congruenz gesetzt. Sache des zweiten TheMes ist es nun, 
die metrischen Bedingungen dieser Beziehungen zu erforschen Und 
insbesondere nachzuweisen, inwiefern zwei beliebig gegebene Fi- 
guren in eine dieser Beziehungen treten können. 

•* »» . t 

10. 

Ks seien im Räume drei einander nicht schneidende Gerade 
4t» 4i, -4b gegeben, und durch eme derselben, z. B. dun h K. 
beliebig viele Ebenen a, ß , y, 6... gelegt, welche die beiden .an- 
deren Geraden A, A Y bezüglich in den Punktenpaaren a, 6,c, b... 
und a 4 . b, , c x , b t . . . schneiden ; so werden die Verbindungslinien 
u, 6, c, a... dieser Punktenpaare, weil in den Ebenen a, /?, y, 6". 
liegend, auch die Gerade . K in (endlich oder unendlich entlernten) 
Punkten o. 2 , 62, c^, fc 2 ... treffen müssen. Die Gesammtheit der 
Geraden a, 6, c, </..., deren jede also die drei Geraden A t A l9 A 2 
schneidet, bildet eine stetig zusammenhängende Fläche, welche 
windschief oder einfaches Hyperboloid (surface gauche, 
hyperboloide ä une nappe) genannt wird. Dieselbe wird auch da- 
durch erzeugt, dass man sämmtliche Punkte 02, c^, b. 2 .** der 
einen Geraden A> 2 mit den beiden anderen, A und A x , durch Ebenen- 
paare a, a x ; ß, ß L , y, y x ; ö, ö x . . . verbindet: die Durchschnitts- 
iinien dieser Ebenenpaare sind mit den vorigen a, b, c, d... iden- 
tisch ; denn offenbar lässt sich durch jeden Punkt einer der Geraden 
A, Ay, A 2 immer nur eine einzige Gerade ziehen, welche allen 
dreien begegnet. 
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Anmerkung. Das einfache Hyperboloid (und sein besonderer 
Fall, das hyperbolische Paraboloid) ist eine Zwittergestalt von 
Ebene und durchaus krummlinichter Fläche, und ein eben so wich- 
tiges Hülfsmittel iur Entwicklung geometrischer Eigenschaften, als 
die Ebene. Seine Stellung im ersten Theile der Geometrie wurde 
es vollkommen verdienen, wenn, was ich nicht für unmöglich halte, 
ohne Hülfe metrischer Beziehungen sich beweissen Hesse, dass 
eine jede Gerade, welche dreien der Geraden a, 6, c, d... be- 

Segnet, sämmtlichcn begegnen müsse, und demnach das einfache 
[ypcfboloid aus zwei Schaaren unendlich vieler, einander nicht 
schneidender Geraden bestehe, welche sich gegenseitig durchsetzen. 
Mittels projektivischer Eigenschaften, welcne im Grunde auf der 
Proportionalität der Seiten ähnlicher Dreiecke beruhen, ist die 
Existenz jener zweiten Schaar von Geraden so, wie folgt, dar- 
gethan worden. 

Da zwei Gerade A, A % (Taf.H.Fig.4.) in Ansehung der Punkteiv- 
paare a, b, c, b... und a t , i\ . U, b*.*., in denen sie von den 
Ebenen a, 6, y, 6... eines Ebenenbüschels A 2 geschnitten werden, 
projektivisch sind, so sind auch drei Gerade A, A x , A 2 in An- 
sehung der Punkte a, b, e, b...j«j, bi, fj, bj...; a«, B 4 , Cj,, b 2 ,.., 
in denen sie von den Geraden a, b, c, d... geschnitten werden, 
paarweise projektivisch. Dasselbe gilt mm auch von drei Geraden 
«, b, c in Ansehung der Punkte fl, a lt a 3 ...; f>, b x , b^, hg, 
c, f., Cj, c a 



►i> «-a*«., in denen sie von A, A Xi A % > A 3 ..* geschnitten 
werden. Denkt man sich nun durch einen beliebigen Punkt cr 3 der 
einen Geraden a eine Gerade A,„ gelegt, welche die b und eine 
beliebige vierte, von A, A* f A 2 geschnittene Gerade d in den 
Punkten ÄL und b /lf schneidet, so müssen die Punkte 6, und b ül 
sich vereinigen, wed sowohl 

a (a, dj, a^, a 3 ...) = b (6, b lf b 2 , b 3 ...), 

als auch 

a (a, a lt a 2 , a 3 ...) = b (b, | l9 b 2 , b Ä ...) 

ist. 

Folglich fallen auch A 3 und A m zusammen , d. h. A 9 schneidet 
nicht nur die a, b, c, sondern auch jede beliebige vierte tl der 
Schaar von Geraden a, b, c, tl..., 

' " ,* * .«'!»;.. «j >«. »;<i j fr»! ■'. . tu 



•>dd*»// , -nlu'-Xi 
,*>iI.*mij*. •; •» ßi.l'i •' 
•j.l. ii iii;; »»:.// • 

f>h ...1 .,.< 



AI 



• - I fit) U+h ! •. ..Ii 



u difiifjD v>f, • in : t {,,, .1/..;', u i I ;..«i<i^fid 
ildljT 'Jlf-d'itt • •: :.:)*.) /-i . .. i*# • . i M.ti 

t9ii: 
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lieber den Mittelpunkt des einfachen 

Hyperboloids. 



Der Herr Prof. Steiner hat im ersten l'heile seines Werks 
(Abh. d. geom. Gestalten) folgenden Satz aufgestellt, dessen Be- 
weis erst im dritten Bande erfolgen soll : 

Alle Ebenen, Welche sich durch die verschiedenen 
Paare paralleler Geraden eines einfachen Hyperboloids 
legen lassen, schneiden einander in einem und dem- 



boloids. 

Der Beweis desselben lüsst sich ohne die Theorie der har- 
monischen Pole und Polaren führen; er beruht nämlich auf fol- 
gendem Elementarsatze : 

Sind die Gegenseiten eines windschiefen Sechsecks 
im Räume paarweise parallel, so gehen die drei Haupt- 
diagonalen desselben durch einerlei Punkt, welcher der 
Mittelpunkt einer jeden dieser Diagonalen ist. 

Beweis. Um zuvörderst die Realität eines solchen Sechs- 
ecks darzuthun, denke man sich (Taf. II. Fig. 5) vier beliebige 
Punkte a, fc, c, b im Räume durch die Geraden ab, Bc, cb ver- 
bunden, und durch den ersten a mit cb, durch den letzten b mit 
ab zwei Parallelen af und be von unbestimmter Länge gezogen, 
sodann durch die Gerade af eine mit fcc parallele Ebene, und 
durch den Punkt e, in welchem diese Ebene die be trifft, mit fcc 
eine parallele Linie ef gelegt: so muss letztere die af in einem 
Punkte f schneiden, und es ist a&cbefa ein windschiefes Sechs- 
eck mit drei parallelen Seitenpaaren. 

Die drei Ebenen afcbe, fccef, cbfa, in denen die drei Paar 
Parallelen liegen, schneiden sich paarweise, nämlich abbe und 
Bcef in der Geraden &e; bcef und cbfa in cf; cbfa und afcbe in 
afc, d. h. in den Hauptdiagonalen des Sechsecks abcbefa; also 
gehen diese letzteren durch einerlei Punkt s. Femer verhält sich 




sa :ib = ffc : *c = *c : *f=sb :*a, 



also 



Thcil X. 



5 
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sa :*b=ib : sa 

d. h. 

sa=sb, *b=ie, *c = *f; 

w. z. b. W. 

Es seien nun ^4 , 4i , ^ a irgend drei zu einerlei Schaar ge- 
hörige Geraden eines einfachen Hyperboloids, und a, b, c die- 
jenigen Geraden der anderen Schaar, welche bezüglich nach den 
unendlich entfernten Punkten von A t A lt A% gehen d. h. mit letz- 
teren parallel sind; so muss a die A x , A« in zwei Punkten B, c; 
b die A%, A in zwei Punkten, b, e; unu c die A, A\ in zwei 
Punkten f, a schneiden, und es entsteht so ein windschiefes Sechs- 
eck abebefa, in welchem die Gegenseiten fcc und ef, be und a&, 
af und Cb oder a und A, b und A x , c und A 2 parallel sind. Nach 
dem vorigen Satze gehen also die Durchschnittslinien ab, be, cf 
der drei Ebenen, welche durch die Parallelen a, A\ b, A x ^ c,A^ 
sich legen lassen, und somit diese Ebenen selbst durch einerlei 
Punkt «, welcher der Mittelpunkt jener Linien ist. — Vertauscht 
man nun die Gerade A 2 mit irgend einer vierten Geraden A 3 der- 
selben Schaar, und ist d die ihr parallele Gerade der anderen 
Schaar, so änderen sich hierdurch nur die Punkte a, c, b, f, nicht 
aber b und e, und folglich auch nicht der Mittelpunkt s der Haupt- 
diagonalen des neuen Sechsecks. Folglich geht auch die durch 
d, A 3 bestimmte Ebene und ebenso alle übrigen dergleichen Ebenen 
durch den Punkt s. — Endlich treffe ein beliebiger Strahl von i 
das Hyperboloid in den Punkten m und n; so gehen durch m, n 
zwei Gerade M, N des Hyperboloids, welche zu einerlei Schaar 
gehören; und sind m, n aie mit M, N parallelen Geraden der 
anderen Schaar, so schneidet m die N in einem Punkte n t , und 
n die M in einem Punkte m L , und es muss die Gerade n lf 
als Durchschnittslinie der durch M und wi, N und n bestimmten 
Ebenen, durch den Punkt $ gehen und in ihm gehälftet werden. 
Da nun die Geraden M, N per bypothesin einander nicht schneiden 
noch parallel sind, die Punkte m, n, nt^ , n lt s aber nach dem so 
eben Gesagten in einer Ebene liegen müssen, so fallen die Punkte 
m und mi , n und n 2 zusammen; es ist also *m = jm und somit s 
der Mittelpunkt des Hyperboloids. 

w. z. b. w. 

Aus diesem Satze ergiebt sich nun folgende höchst einfache 
Konstruktion des Mittelpunktes eines einfachen Hyperboloids : 

Sind A, A X) A % irgend drei zu einerlei Schaar ge- 
hörige Gerade eines einfachen Hyperboloids; legt man 
durch irgend eine derselben, z. ß. durch A%, zwei Ebeueo 
u , e, welche bezüglich mit A, A x parallel sind und die 
Ai, A in den Punkten 1^, n schneiden, verbindet diese 
Punkte mit einander durch eine Gerade und bestimmt 
den Mittelpunkt der Strecke n, so ist letzterer der 
Mittelpunkt des Hyperboloids. 
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VI. 

Ueber eine besondere Gattung alge- 
braischer Funktionen. 

Von dem 

Herrn Professor Dr. O. Schlö milch 

an der Universität zn Jena. 



Die Untersuchungen über die Anziehungen der Sphäroide und 
die Gestalt der Planeten führen, wie man seit lange weiss, auf 
eine besondere Art algebraischer Funktionen, welche äusserst 
merkwürdige Eigenschauen besitzen, u. A. die, dass sich jede 
beliebige Funktion durch eine unendliche Reihe derselben darstel- 
len lässt. Da der Entwickelungen über diesen interessanten 
Gegenstand sehr verschiedene an sehr verschiedenen Orten 
(Crelle's Journal, Savans etrangers, Legeodre: Exercices de cal- 
cul integral etc.) gegeben worden sind, welche bald auf diese, 
bald auf* jene Weise zum Ziele gelangen, so ist es vielleicht nicht 
überflüssig, hier eine kurze und einfache Darstellung der haupt- 
sächlichsten Punkte jener Theorie mitzutheilen. 

Wendet man das Theorem von Mac Laurin auf die Funktion 

1 

an, so ist klar, dass man für dieselbe eine Reihe von der Form 

1+ V v x + ü*r 2 + U 3 z*+ .... 

» 

substituiren kann, worin C7, , fZ 2 » U 3 ,.... gewisse, nur von u und 
ihrem Index abhängige Coeffizienten bedeuten, von denen der nte 
durch die Formel 

t a«(i-2t/*-M»)-* 
Un =r±Zn s*" ' för x=0 (1) 

bestimmt wird. Hierin liegt die Definition der eigenthümlichen 
algebraischen Funktion von «, welche das Thema unserer Betrach- 
tungen ausmachen soll. 

Zunächst ist nun zu bemerken, dass man diese Definition 
dadurch wesentlich vereinfachen kann, dass man die in ihr ange- 
deuteten Rechnungsoperationen ausführt, was nach den Ent- 
wickelungen, welche im 8ten Theile des Archivs Seite 357. und 
weiter gegeben worden sind, nicht die mindeste Schwierig- 
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keit hat Setzt man nämlich in der Formel (8) das. a= — 2«, 
6 = 1, (x= — 4 und zuletzt ar = 0, so wird 

+ (n-2) 2 (» - 1)„-^ (2n)*-* - .... | 

oder 

£7. =«o 2»*» - (n- l) t (w- 3 ,)»-! 2»-« 

+ («-2) 2 (n— |)„^ s 2»- 4 m»- 4 -.... ( U) 

Dieser Ausdruck ist aber einer bedeutenden Reduktion föhig. 
Setzen wir nämlich in dem allgemeinen Gliede der Reihe rechts 

für die darin vorkommenden Binomialkoeftizienten ihre Werth« 
nach der Formel 

m (m — 1) (m — 2).... (m— s f 1) 
w '-— 1.2.3....* • 

so geht dasselbe über in 

2^ 1.2.3....J» 



(2n— 2p— 1) (2w— 2p-3) ....5 .3 . 1 

1.2.3....(n— p) * 2—p' 



Hier ist nun 



I . 2....(w— p) = „(^i)....^.^^) » 



1 n{n— ])....(>!— p + 1) 1.2.3....;» 

1.2.... (« — p) 1.2.3....p 1.2.3 w 

1.2.3....;? 
~ w,, 1.2.3....w ; 

und, wenn man diess substituirt, so wird jener Ausdruck 

1 if 

'5 " 1.&.M ' 2n ~* (n—pKn—p-Ü-.An-ty + 1 ) 

X (2w-2p-l) (2n-2p-3).... 3.1. ?*»- 2 i» , 

wobei wir noch den Faktor 

(n — "2p) (n — 2p — 1). ... 2 . 1 
(n — 2p)(»— 2p-1)....2.l | 
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zusetzen wollen. Wir erhalten dann 

..»}■* ■ < 

1 n 

2„ • l,2.3....(n— />). 1.3.5....(2»-2/>-l)tt«-*J» 

: 1.2.3.. ..(« — 2p. 

Durch Vertheilung der n — » in 2*— p enthaltenen Zweien auf die 
n — p Faktoren 1 .2.. ..(?« — p) wird jetzt 

4 • \^Zn - 2- 4 • 0-.(?»— 2p) . 1.3.5.... (2w—2p^l)M«-2i» 

: 1.2.3.... (»—2p), 

d. i. 

1. wp 1.2.3,...(2w—2p ) 
2«* 1.2....»* 1.2....(n— 2p) 

= fr..l.2,...n (2»— 2p)(2w -2p-l)....(n-2p +1) . n p u»~*p 

Der Werth von U n gestaltet sich jetzt wie folgt: 

t7n= 2^0Z^ P"- 1 ) (2»-2)....(«+l) „ 0 

- (2n— 2) (2w-3)....(?i-l) ; tl w«-* 
+ (2w-4) (2n-5) ....(« -3) m»-* 

- 

wofür man sehr kurz schreiben kann: 

i _ a»(««-i )« 
u —5rn2....n — 3^ ' ^ 

denn wenn tnan (u 2 —t) n nach dem Binomialtheoreme entwickelt 
und nmal differenzirt, so findet man auf der Stelle die vorher in 
der Klammer stehende Reihe. Die so eben entwickelte Gleichung, 
die man auch in der Form 

darstellen kann, und die auf anderem W T ege zuerst von Jacob i be- 
wiesen wurde (Crelle's Journal Bd. 2. S. 224.), kann als die Fun- 
damentaleigenschaft der Funktion Un gelten, und in der That 
lassen sich ihre anderen Eigenschaften mit Leichtigkeit daraus ab- 
leiten. Zu den wichtigsten derselben gehört die, das» der Werth 
des Integrales 

/+ i 
^ U m U„Bu . 

immer Null ist, so lange m von n verschieden bleibt, dagegen 
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2 

= 2w+~i lür m = n * R * an 8 elan 8 l nierzu n » ttelst folgenden 
einfachen Betrachtung. 

Es sei nach einer sehr gewöhnlichen Bezeichnung 

so ist bei unbestimmter Integration 

f(p(m) ( M ) y(n) (u) du = 9>( m ) (m)/^")(m) ö w 

— /<p(»+ 1 ) («) 8tt/t/;(«) (m) du 

oder auch 

/g>(*)(i4)^»)(ti)att / 

• = 9 <-> (tt) i/;^ 1 ) (u) ») (tt) dtt. 

Verschwindet nun ^("-^(u) sowohl für ti=o als tt=6, so folgt 
hieraus 

J^ b 9 im) ( U ) ( W ) a M = -~^* g><"+» (tt) (u) Ott. 

Auf der rechten Seite kann man dieselbe Reduktion wieder vor- 
nehmen und findet unter der Bedingung, dass *> (tt) und ^»-^(m) 
für m= a und u = b verschwinden: 

J** tpW (ifl^M (tt) du— 9<«M-*> (tt) i/'<*-*>(tt) du. 

Man_ übersieht leicht den Fortgang dieser Betrachtung; unter 

nämlich zu 

-*>(«),.... 
ist 

pb pb 

J qpM (tt) ^(») (tt) 8tt= (— 1)» / g>("»+»» (tt) ^(m) 8«. 

Diesen Satz können wir auf die Formen 

<p(u) =(tt*-l)«, ^(a) = (tt*— 1)« 

anwenden, indem man sich sehr leicht überzeugen wird, dass die 
Funktion (w) nebst ihren Differenzialquotienten bis zum (n — l)ten 
inclus. sich för a = — 1 und b=-\-l annullirt. Es wird so 

J** 1 />»(tt«-l)»«Z)n(ii2-l)naie=(-l)»^ * &^(uK-l)m4&-iyQu 9 

und wir stellen daher den Satz auf: 
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* 

(5) 

+ 1 Umündu 
— I 



=2.4.6!.. 9») • a.4.«?... ( a,) <- '(«»-D-^-c^-D-e«. 

Das Integral rechts bedarf noch einer kleinen Umformung. Ent- 
wickelt man nämlich mittelst des Taylorschen Satzes f(u + h) in 
eine nach Potenzen von A fortgehende Reihe für f(u)= (tt a — 1)"«, 
so wird 

O + A) 2 - IJ^l + ^A i .... +^ m _ r Ä'»-r+.... (6) 

und hier ist 

i a— 

Netzt man in der obigen Gleichung — ^-r für A, so erhält man 

t(»+- T i ) a -i]™=l+^ ^-j- 1 + 

r 
I 

und hier kommt rechts u. A. auch das Glied 

A "+ r {— h~) 

vor; beiderseitige Multiplikation mit h 2m giebt 

[ (Am -f u* — 1)* — h*] m 

= tfm + (l4 2_ J)^*n-1 + .... + („2 l)m+r^ w+r A «-r + 

Das links in der Klammer Befindliche ist aber nichts Anderes als 

(«*_1)( (Ä + M) 2_ H 

«od folglich wird durch Division mit («2—1)«: 

A 2/l< 

I + t*)*_l]m = ^^4- .... + («2-l)rJ m|r Am-r + .., 

Die linke Seite ist nun mit der von (6) identisch ; folglich müssen 
atich rechts die Coeffizienten gleicher Potenzen von A dieselben 
■ein; daraus folgt 

\Mtv vermöge der dirrch No. (7) festgestellter» Bedeutung der Coefft- 
iwnten A - 
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# 

wobei natürlich immer r^m sein muss. Diese schon an si 



* 

sehr interessante Beziehung dient uns auch zur Reduktion des In- 
tegrales in (5), wenn wir r = ?i und 

■ 

setzen. Es wird dann 

(8) 

- % J'- 1 ,DmV ' Su 

2.4....(2m).2.4....(2«) 1.2....(m— n)J - , V ' 

und diese Gleichung wird durch die Bedingung u ^ m nicht be- 
schränkt, weil es bei der Symmetrie der linken Seite immer frei 
steht mit n den kleinsten der Indices m und n zu bezeichnen. 

Für das Integral rechts in (8) sind nun zwei Fälle zu unter- 
scheiden, ob nämlich w>n oder m—n ist Im ersten giebt die 
unbestimmte Integration 

und diess aunulürt sich sowohl für m= -f 1 als u= — 1 , wie über- 
haupt 

sobald f/< m ist. Es wird demnach , - 

H-i 



U m U n Bu=0 für mN«, 

d. h. für ein von n verschiedenes m (nach der vorhin gemachten 
Bemerkung). Für /« = » dagegen geht das Integral auf der rech- 
ten Seite von (8) über in < 

uqd der Werth desselben ist 

Z( 1} *3.5.7 (2m+1)' 

wie man leicht durch eine Reduktionsformel oder mittelst der 
Gamma Funktionen findet. Berücksichtigt man ferner, .dass die 
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Faktorielle 1,2.... (ro^-*i) ffir m—n die Einheit bedeutet, so wird 
jetzt 



I V l* 



/+1 
ünündu 

1 1.2....(2n) 2.4.6....(2») 



2 a .4*.6 2 ....(2«)*' 1 '3.5.7 + 2* + l* 

und damit ist gezeigt, dass 

» * 

C7 m Un = 0, für l«£tt 



1 I 



(9) 



wird. Hiervon lässt sich sogleich die folgende interessante An- 
wendung machen. Sei f(u) eine beliebige Funktion von u und 

/>(«) = C 0 + d t7j + C 2 tf, + .... 

wo Co, Ci , unbestimmte Coeffizienten bedeuten, so kann 

man Cn auf folgende einfache Weise bestimmen. Man multiplizire 
die ganze Gleichung mit UnBu und integrire hierauf zwischen den 
Gränzen tf=— 1, tc=-J-l, so wird 

* 

t f(u)U„dii=Ci>J_' Undu+C! J U^ndu-^,.. 

• i " + c */_ l t7 » l7 » 8M + • 

Mit Ausnahme des d enthaltenden Gliedes sind hier alle Inte- 
grale von der Forin 

/Hi v 
un4 folglich sämmtlich =0; es bleibt nur 

* * i 

woraus sich der Werth von Cn findet, nämlich 

2« + 1 /*+ 1 

ft = £»+iy^ A")^nö«. (10) 

Hat man hiernach die Coeffizienten C bestimmt , so ist 

A")=C 0 +C 1 C7 1 + C a l7 a -r-:.., (11) 

also jede beliebige Funktion durch die algebraischen Funktionen 
U i9 l7 a ,.... ausdrückbar. 



■i« 
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Es mag übrigens noch bemerkt werden, dass diese Ableitung 
der Forme ni (10) und (11) zwar kurz und heuristisch, aber, wie 
der heuristische Gedankengang oft, nichts weniger als streng ist, 
da man die Bedingungen nicht erführt, an welche die Gültigkeit 
der Gleichung (11) geknüpft sein kann. Eine strengere Begrün- 
dung erhält man dadurch, dass man die Reihe 

Co ^C l ü l + £7 a + .... + CnUn, 

in welcher die Coeffizienten mittelst der Formel (10) bestimmt 
sind, summirt, darauf n ins Unendliche wachsen lässt, und die 
Gränze bestimmt, welcher sich der gefundene Ausdruck nähert. 
In sehr eleganter und allgemeiner Weise hat in CrehVs Journal 
Herr Prof. Lejeune Uirichlet diesen Gedanken ausgeführt und 
es kann bei der Vollendung, welche der scharfsinnige Geometer 
seiner Arbeit gegeben hat, hier nur eine Verweisung auf dieselbe 
statt finden. 



m 

Velber die DifTerenziation unendlicher 

Reihen. 



Von 

Herrn Professor Dr. O. Schlomilch 

an der Universitut zu Jena. 



Schon Abel hat darauf aufmerksam gemacht, dass der Diffe- 
renzialquotient von der Summe einer unendlichen Reihe nicht immer 
der Summe der Differenzialquotieoten der einzelnen Glieder gleich 
gesetzt werden darf *), er hat aber den Grund dieser auf den 



') So gilt z. B. die Gleichung 

— 4/(2— 2costf) = \ cosx-r- i coe 24;+ $ cos&r-f .... 



ganz unbestritten für alle reellen x ; wollte man aber diflerenziren , so 
wurde 

l cot \x = sin X + «in 2x + «in Zx + ^ 

herauskommen, was wenigstens qua Gleichung unrichtig ist; für jr = 0 
erhielte man z. E. «5=0, was selbst syntaktische Genie'« nur schwer 
werden „deuten" können. 
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ersten Blick sehr befremdlich aussehenden Erscheinung nicht an- 
gegeben. Diess zu thun ist der Zweck der folgenden Zeilen. 
Es sei die Summe einer wgliedrigen Reihe 

F\x) =f(x, 1) + f(x, 2) +.... + f( Xi n) (1) 
gegeben, so hat man 

- 

F(x + S)-F (x) _ f(x + S,l)- f(x , t) 
" ~S — ö 

+ 5 



f(x + 6 y n) ^f(x,n) 

+ — — — J— 1 -t 



Nun ist abe» nach der Definition des Differenziatauotienten a>'(x) 

q>( x + 8) — (p(x) 
-Lim j und folglich kann man immer 

<p(x + 3 )^<p(x) _ 
ö =<p'(x) + e 

setzen« wo s eine Grosse bezeichnet, die mit 6 gleichzeitig bis 
zw Gränze Null abnimmt. Es folgt jetzt 

+ «l +*» + * + ••••+«■» 

► 

I 

wo e,, ^,....f n gewisse mit 8 gleichzeitig bis zur Gränze Null ab- 
nehmende Grossen sind. Durch Uehergang zur Gränze für unend- 
lich abnehmende 8 wird jetzt 



: 



F'(x)=f\xA)+f\x& + ....+f\xri J &) 
+ Lim [fi + £a -f f 3 + ... + «»]• ' 

sind nun die zwei Fälle zu unterscheiden, ob nämlich n 
eine endliche constahte, oder eine unendlich wachsende Zahl ist. 
im ersten Falle 



Lim -|- e^-f .... + tj =0 

sei, erhellt sehr leicht auf folgende Weise. Es möge«' die grösste, 
e" die kleinste unter den Grössen c*,.... s n bedeuten, so ist 



<n£' und >7i«". 



Da aber jede der Grössen c l; ,f a ,.... unbegränzt abnimmt, so 
ist diess auch mit c' und s" der Fall, und daoei diesem Prozesse 
n constant bleibt/ so hat man gleichzeitig 



I 
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1 1 , . -Uro (««') = 0, Lim (nc")=0? 

woraus sogleich 

Lim (fj -f- c a -f- . ... + e„)=0 
folgt, und jetzt ergiebt sich aus No. (2) 

= /*'(* , 1) + f (x, 2) + .... + f'(x , n), (3) 

In einer endlichen Reihe darf man also beiderseits Glied für 
Glied differenziren, ohne die Gleichheit beider Seiten zu stören. 

Ganz anders aber verhält sich die Sache, wenn n ins Unend- 
liche wächst oder die Reihe eine unendliche ist. Obschon auch 
hier die Grössen t x , r a ,,... in der Gleichung (2) der Gränze Null 
zueilen, so kann doch die Summe einer unendlichen Menge von 
ihnen sehr beträchtlich ausfallen. Wäre z. B. f 4 =f 2 =f3 wo- 
für wir blos £ schreiben wollen, so würde 

F<ß*nys*f(fiAb+f<fiA + •••• + f (*.*) 

+ Lim(nf) 

folgen, wo nun s unbegränzt ab-, dagegen n, wegen der Unend- 
lichkeit der Reihe, unbegränzt zunimmt, folglich Lim(»e) gegen 
einen angebbaren Werth 4 als Gränze convergiren kann. Man 
sieht hieraus, dass es Fälie geben wird, in welchen eine Glei- 
chung wie 

F(Ä)=^4)+A*»2)+A* f 3)+... in inf. (4) 

i 

eine Consequenz von der Form 

•.•:••«• • ■ . . 

F'(x)-J=f'(x,l)+f'(x,<2) + .... in inf. (5) 



nach sich zieht, so dass es also unter Umständen nicht erlaubt 
ist, aus No. (4) schliessen zu wollen: 



F(x)=f'(x,l)+f'{x ,<*) + .... in inf. 



.In 



Man kann dieses Resultat auf folgende Weise etwas prägnan- 
ter und anschaulicher darstellen. Es sei 

F(x) = 2f(x,n), (6) 

wo das Summenzeichen bedeuten soll, dass n = l, 2, 3, zu 

setzen ist und die so entstehenden Glieder zu summiren sind. 
Bezeichnen wir ferner die Diflferenziation in Bezug auf x mit einem 
blosen D, so dass also überhaupt 




PUÜ C.Vl tu ; • l < 

ist, so folgt aus der Gleichung (6) ganz unzweifelhaft 
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I 

DF(x) = D£f(x,n), (7) 
• »f#4m4 • — .1 ti 'I I I ' . } • *•»• 

denn wenn zwei Funktionen identisch sind, müssen offenbar auch 
ihre Differenzialquotienten zusammenfallen. Dabei darf man jedoch 
die Stellung von I) und — ' nicht übersehen, es wird nämlich zu- 
erst »um mir! und nach geschehener Summirung differenzirt. Da- 
gegen ist es nicht immer erlaubt, die Reihenfolge dieser Operatio- 
nen umzukehren und zu schreiben 

DF(x) = 2Df{x,n), (8) 

t» • •••• \ 

ivo jedes einzelne Glied er s t differenzirt und n ach her Alles sum- 
inirt wird. Mit einem Worte also: wer aus der Gleichung 

F{x) = Zf{x,v) 

ohne weiteres die folgende ableiten will: 

DF(x)=£Df(x,n), 

vtzt stillschweigend voraus, dass immer 

D2ftx p n) — £Dftx 9 n) 

sei, kehrt also willkührlich die Reihenfolge der Operationen um. 

Man sieht hieraus, dass es immer noch einer besonderen Un- 
tersuchung bedarf, um entscheiden zu können, ob die durch Dif- 
ferenziation einer ursprünglichen Summenformel entstandene neue 
Gleichung auch wirklich richtig ist, oder nicht, was aber in den 
meisten Fällen keine besonderen Schwierigkeiten hat. 

5. 



Vffl. 

lieber den 28. Satz des XI. Buehs der 
Kiemente des Euelides. 

• • .* 

Von dem 

Herrn Dr. Joh. Jos. Ign. Hoffmann, 

Wenig!. Bayer. Hofrathc, Director des Lyceums zu Aschaftenburg , etc. 

— 

1. Dieser 28. Satz des XI. Buchs ist folgender: Wenn ein 
Parallelopipedum von einer Ebene durch die Diagona- 
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len zweier geg enüberliegeoden Seitenflächen durch- 
schnitten wird, so wird es hierdurch halbirt. — Es werde 
das Parallelopipedum AB (Taf. III. Fig. 1.) von einer Ebene durch 
die Diagonalen CF und DE durchschnitten, so ist es hierdurch 
halbirt. 

Der Beweis ist (nach meiner Ausgabe der geometrischen 
Bucher der Elemente des Euclides. Mainz. 1829. er. 8. S. 168.) 
dieser : Da hier A CGF&5& CEF (I. 34. S.) und A DAE^&MiHE, 
und da ferner die Parallelogramme CA und BE (XI. 24. S. ) und 
GE und CH einander gleich sind, auch die Durchschnittsebene 
CFED beiden Körpern gemein ist, so muss auch das Prisma 
CGFDAE dem Prisma CFBDEH gleich sein (XI. 10. Erkl.) 

2. Diese als Beweisgrund citirte 10. Erklärung lautet (nach 
obiger Ausgabe S. 143.) folgendergestalt : Gleiche und ähnliche 
Körper sind jene, die von gleich vielen, gleichen und ähnlichen 
Ebenen eingeschlossen werden. 

3. Da man aber unter gleichen und ähnlichen, d. h. unter 
congruenten Körpern nur jene versteht, welche, wenn sie ge- 
hörig in einander gestellt werden, einen einzigen Körper 
bilden, so enthält diese 10. Erklärung eigentlich eine Behaup- 
tung, welche bewiesen werden müsste. Allein diese Behaup- 
tung selbst ist nicht allgemein wahr. Demi wenn das schiele 
Parallelovipedum AB (Taf. III. Fig. 2.) durch den Diagonalschnitt 
CEHG in die zwei schiefen dreieckigen Prismen AECFHG und 
ECDHGB getheilt wird, so sind beide (wie man leicht findet) 
zwar von gleich vielen gleichen und ähnlichen Ebenen umschlos- 
sen; allein sie können doch nicht zur gegenseitigen Deckung 

Gebracht werden. Dennoch ist ein überzeugender Beweis über 
ie Gleichheit ihrer Körperräume erforderlich, welchen Euclides 
nicht gegeben hatte. 

4. Zwei der vorzüglichsten altern Commentatoreu der Ele- 
mente, Christoph Clavius und Robert Simson, hatten sich 
bemüht, diese Lücke auszufüllen; allein sie erreichten das vor- 

festeckte Ziel nicht. Auch die meisten neueren Schriftsteller, 
deutsche und Franzosen, haben dieses Mangelhafte nicht ergänzt. 
Selbst der durch Herausgabe und Erläuterung der alten Geometer 
so rühmlich bekannte Peyrard befriediget hier nicht vollkommen. 
Die Beweise, welche man bei Karsten und Legendre findet, 
entsprechen zwar der geometrischen Strenge ; scheinen aber 
nicht elementar genug, um an die Stelle des 28. Satzes im 
XI. Buche der 1 Elemente gesetzt zu werden. 

5. Die Mittheilung einiger leicht verständlichen, strengen 
Beweise dieses so wichtigen Lehrsatzes wird demnach den Lieb- 
habern des geometrischen Studiums erfreulich sein. Ehe diesel- 
ben geführt werden, ist jedoch noch nachzuweisen, dass (Taf. III. 
Fig. 2.) die Diagonale EC der Oberfläche ACDE mit der Diago- 
nale HG der Grundfläche FGBH in einerlei Ebene liese. 
Denn nur in diesem Falle ist ein Diagonalschnitt durch ECGH 
möglich. Der Grund hievon ist folgender. Da ACGF ein Paral- 
lelogramm ist, so muss AF mit CG, und da auch AEHF ein 
solches ist, so muss AF mit EH parallel sein. Demnach sind 
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auch die Linien CG und EH miteinander parallel (9. S. XI. Li. ) 
Allein es ist auch CG=EH. Folglich muss ECGH ein Paralle- 
logramm sein. 

6. Nun sei AH (Taf. III. ^ig. 3.) das gegebene Parallelopipe- 
dum und CFder Diagonalschnitt, so entstehen die beiden schiefen 
dreiseitigen Prismen ABCEFG und CDBGHF. Wir wollen jenes 
das hintere, dieses das vordere (in Bezug auf die Ansicht un- 
serer Zeichnung) nennen. Wird nun das vordere Prisma von dem 
Parallelopipedura getrennt, dasselbe umgekehrt,' d. h. seine Ober- 
fläche zur Grundfläche und seine Grundfläche zur Oberfläche ge- 
macht; so, dass nun CBD, in der verlängerten Linie FE und in 
der über EG erweiterten Ebene EFG, die Lage von cbd^ erhält, 
so stellt gfhdbc die Lage dieses umgekehrten dreieckigen Pris- 
ma's vor. 

7. Vergleicht man nun die Prismen ABCGFE und ghfdbc 
mit einander, so ergeben sich folgende Resultate: 

a) & ACB ^ A EGF ^ A gfh ^ A c£<f. Ferner ist 
BCGF cc begft ALGE ^ hßd und AB FE ^ ffhdc. Dieses 
heisst: beide Prismen sind von gleich vielen, gleich und ähnli- 
chen Seitenflächen eingeschlossen. 

b) Da die Neigung der Seitenebenen ABFE und CBFG der 
Neigung der Ebenen DCGH und BCGF gleich ist, so muss auch 
die Neigung jener beiden Ebenen der Neigung der Ebenen hgcd 
und fgcb gleich sein. Auf ähnliche Weise ist der Neigungswinkel 
der Ebenen BAEF und CAEG jenem der Ebenen g/idc und 
ßdb, und der Neigungswinkel der Ebenen BCGF und ACGE 
jenem der Ebenen gfbc und hfbd gleich. 

c) Ferner ist leicht zu erkennen, dass jede der Seitenflächen 
ABFE, CBFG und CAEG mit der Oberfläche ABC und mit der 
Grundfläche EFG die nämlichen Winkel bildet, welche jede der 
Seitenflächen hgcd, fgcb und fhdb mit der Oberfläche hgf und 
mit der Grundfläche d'cb erzeuget. 

d) Auch wird jeder der sechs Körperwinkel, welche das 
eine dreieckige Prisma enthält, mit dem homologen des andern 
Prisma' s aus gleichvielen und gleich grossen ebenen W T inkeln ge- 
bildet. Der Körperwinkel bei C wird z. B. wie jener bei f aus 
drei ebenen Winkeln ACB—hfg, BCG =gfb und ACG = hfb 
gebildet Eben dieses gilt von jedem andern Paare dieser homo- 
logen Winkel. 

8. Ungeachtet nun beide Prismen in Congruenz ihrer Seiten- 
flächen, in der Neigung derselben sowohl unter sich, als gegen 
Grund- und Oberflächen, und endlich auch in der Grösse und 
Zahl der ihre Körperwinkel bildenden ebenen Winkeln überein- 
stimmen, so decken sie sich dennoch nicht. Worin liegt der 
Grund dieser Abweichung bei sovielfacher Uebereinstiramung ? 
Diese Frage kann einzig und allein durch die Anschauung 
beantwortet werden. Denn wer die Dreiecke ACB und hgf auf- 
merksam betrachtet, sieht nun sogleich, dass die Seiten AB und ' 
hg in Rücksicht ihrer Lage übereinstimmen, die Linien AC und 
hf, so wie BC und gf aber eine verschiedene Lage haben. Man 
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kann sie in Bezug auf gB die symmetrische nennen, und er- 
kennt sogleich, dass auch die ganzen Drdiecke ACB und hfg 
eine symmetrische Lage haben. Auf gleiche Weise sind 
EGF und dbc symmetrisch liegende Dreiecke und die Kanten AE 
und hd, CG und ß , BF und gc symmetrische Linien. Betrach- 
tet man das ganze Prisma ACBFGE und gfhdbc, so haben end- 
lich beide Korper, in Bezug auf ihre Oberflächen, oder in Bezug 



Werden. 

9. Eine besondere Aufmerksamkeit verdienen aber die homo- 
logen Körpenvinkel. Betrachtet man z. B. diese Winkel bei C 
und hei f* so ist zwar jeder von drei ebenen Winkeln umschlos- 
sen, welche paarweise gleich sind; allein wenn der Winket ACB 
den Winkel gfh so decket, dass C in f, CA längs fq und CB 
längs fh fallt, so decket der Winkel ACG den Winkel cfb so 
wenig, als der Winkel BCG den Winkel hfb, weil die Seiten- 
flächen, Worin diese Winkel liegen, gegen die Dreiecke ACB und 

2fh eine verschiedene (man kann sagen eine symmetrische) Lage 
aben. Daher kann denn der Körperwinkel bei C den Körperwin- 
kel bei f nicht decken. Aus gleichem ijrunde wird keiner der 
übrigen Körperwinkel bei A, B, F, G und E mit dem ihm homo- 
logen Körperwinkel bei A, y, c, b und d so zusammenfallen, dass 
sie sich deckten. Diese Eigentümlichkeit der Kürperwinkel 
beider Prismen hatte sowohl Clavius als Robert Simson 
übersehen. Dehn sonst hätten Beide das gänzliche In ei na n - 
derf allen dieser Winkel, und mit diesem auch die Congruenz der 
Körper selbst, nicht behaupten können, da dieser Behauptung die 
Klarheit der Anschauung geradezu widerspricht. Wie äusserst 
wichtig zeigt sich hierdurch die scharfe Bildung der Anschauungs- 
kraft für das Studium der Geometrie? und wie unentbehrlich ist 
nicht eine geometrische Anschauungslehre als Propädeutik 
zur eigentlichen geometrischen Wtssenschaftslehre? 

10. Hieraus entspringt nun' der Begriff von den symmetri- 
schen Körpern, der, soviel wir wissen, zuerst von den fran- 
zösischen Geometern in die Geometrie eingeführt worden ist. 
Legend re sagt (in seinen Elemens de Geometrie, avec des notes. 
4me edition. A Paris. 1802. S. 163.): Symmetrische Kör- 
per werde ich jene nennen, welche auf beiden Seiten einer ge- 
meinschaftlichen Grundfläche dergestalt construirt sind, dass die 
Verbindungslinien zwischen den Scheiteln ähnlich liegender Kur- 
perwinkel auf dieser Grundfläche (oder ihrer Verlängerung) loth- 
recht stehen. 

Zur Erläuterung dieser Erklärung sei abc (Taf. III. Fig. 4.) 
ein beliebiges Dreieck und d ein ausserhalb dessen Ebene ange- 
nommener Punkt. Von d giebt es ein Loth auf die Ebene abc, 
welches entweder i n dieselbe , oder ausserhalb derselben , in 
ihre Verlängerung, trifft. Hier sei das Letzte der Fall und df 
dieses Loth. Macht man nun fg—df und zieht die geraden 
Linien ad, bd, cd, ferner ag, bg, cg, so entstehen zwei dreisei- 
tige Pyramiden abcd und aocg, welche eine symmetrische Lage 
haben und desshalb symmetrische Pyramiden heissen. — Auf 
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gleiche Art lassen sich symmetrische dreieckige Prismen , symme- 
trische Parailelopipeden n. s. f. construiren. 

11. Man wird bald finden, dass die, auf diese Weise 
(10) entstandenen, symmetrischen Korper in gleich viele, congru- 
ente Seitenflächen eingeschlossen sind, dass jedes Paar homolo- 
ger Seitenflächen gleiche Neigung hat, und dass alle homologe 
Körperwinkel von gleich vielen und gleich grossen ebenen Win- 
keln eingeschlossen sind. Dieses hier weitläufig auseinander zu 
setzen, verbietet die Kürze des Raumes. Aber selbst der Anfän- 
ger wird diese Beweise leicht selbst finden können. Es stimmt 
daher die Erklärung der symmetrischen Korper nach Legendre 
mit der unserigen (8) überein. 

12. Was nun die Entstehung symmetrischer Prismen betrifft, 
so kann man dieselbe auf folgende leichtverständliche Art nach- 
weisen. Alan nehme in einer gegebenen Ebene die gerade Linie 
gB (Taf. III. Fig. 3A in ihr gk = AB, und beschreibe die con- 
gruenten Dreiecke gfh und ÄCB so, dass gf=BC, hf=AC 
werde. Auf gfh und BCA errichte man nun die kd = AE, in 
dersetbigen (der Lage nach willkührlichen) Ebene liegend, unter 
gleichen schiefen Neigungswinkeln, nehme fb-=gc=.kd und 
parallel mit kd; ebenso CG = BFz=zAE parallel mit AE, und 
ziehe die Verbindungslinien cd, db, bc und FE, EG, GF, so 
entstehen die beiden symmetrischen dreieckigen Prismen gfhdJic 
und BCAEGF. Setzt man sie gehörig zusammen, so bilden sie 
das Parallelopipedum AH. 

' 13. Nachdem nun Legendre (a. a. O.) gezeigt hat, dass 
die symmetrischen Körper in der Con^ruenz ihrer Seitenflächen, 
in ihrer Neigung gegeneinander und in der Gleichheit der ihre 
Körperwinkel bildenden ebenen Winkel übereinstimmen, fügt er 
hinzu: „On peut conclure, que deux polyedres symmetriques sont 
eVaux quoiqu'ils ne puissent 6tre superposös : Car il n'y a d'autre 
(Ufference dans les deux solides, que celle de la position des 
parties, laquelle n'est point essentielle ä la grandeur de ces memes 
parties." 

So wahr nun diese Aeusserungen sind, so wenig können sie 
die Gleichheit der symmetrischen Körper geometrisch wissen- 
schaftlich begründen. Dieses fühlte auch der. scharfsinnige Le- 
gendre. Denn er hat in den Notes sur les El&nens de Geome- 
trie; note VII. Seite 303. u. f. einen strengen Beweis über die 
Gleichheit der symmetrischen Körper gegeben. 

. 14. Da sich dieser Beweis von Legendre durch Originali- 
tät und Gründlichkeit auszeichnet und die Klemens de Geometrie 
in' Deutschland immer noch nicht so allgemein bekannt sind , wie sie 
verdienen, so theilen wir ihn hier, wenigstens der Gedankenfolge nach, 
mit. Der aufmerksame Leser wird die ausführlichen Beweise wohl 
selbst auffinden und sich die passenden Zeichnungen dazu leicht 
verfertigen können. 

I. Satz. Wenn man aus der Spitze eines gleicbschenklichen 
Dreiecks auf dessen Ebene ein Loth errichtet und solches zu 
beiden Seiten der Ebene gleich gross nimmt, auch von jedem 
Endpunkte der Grundlinie dieses gleicbschenklichen Dreiecks eine 
gerade Linie nach jedem Endpunkte dieser beiden Lothe zieht, 
so entstehen zwei dreieckige Pyramiden, welche sich decken. 

Theil X. 6 
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II. Satz. Wenn man aus dem Mittelpunkte des am ein ge- 
gebenes Dreieck zu beschreibenden Kreises auf des Dreiecks 
Ebene ein Loth errichtet, dasselbe nach beiden Seiten des Drei- 
ecks gleich gross macht, und jeden Endpunkt dieser zwei Loth« 
mit jedem der drei Winkelpunkte dea Dreiecks durch gerade Linien 
verbindet, so entstehen zwei symmetrische Pyramiden von gleicher 
Grösse. 

Denn jede dieser Pyramiden zerfallt in drei andere von gleich - 
schenklichen Grundflächen (wie die im I. Satze), welche paar- 
weise congruent sind. Folglich sind auch ihre Summen gleich. 

III. Satz. Um jede dreiseitige Pyramide kann eine Kugel 
beschrieben werden, deren Fläche durch die Scheitelpunkte ihrer 
vier Kurperwinkel geht. 

Wenn man um eine der dreieckigen Seiteuflächen der gege- 
benen Pyramide einen Kreis beschreibt, aus dessen Mittelpunkte 
auf denselben ein Loth errichtet, so ist jeder Punkt dieses Lothes 
von jedem Winkelpunkte des Dreiecks gleichweit entfernt, und es 
kommt nur dar.tut an, diesen Punkt so zu wählen, dass auch 
seine Entfernung von der Spitze der Pyramide eben diese Grösse 

erhält, was man leicht durch Construction tinden kann. 
• 

IV. Satz. Zwei symmetrische dreiseitige Pyramiden sind 
gleich am Körperinhalte. 

Wenn man um jede derselben eine Kugel beschreibt, so sind 
ihre Halbmesser von gleicher Grösse. Fallen nun die Mittelpunkte 
dieser Kugeln in die Pyramiden, so lalle man aus ihnen auf jede 
ihrer Seitenflächen ein Loth, und ziehe nach j£der Winkelspitze 
der Pyramiden eine gerade Linie, so entstehen in jeder Pyramide 
vier kleinere, welche (nach II. Satz) paarweise gleich sind. Folg- 
lich sind auch ihre Summen, d. h. die symmetrischen Pyramiden 
einander gleich. 

V. Satz. Zwei symmetrische Prismen sind gleich am Kor- 
perraum e. 

Denn man sieht leicht, dass sich jede zwei symmetrische 
Prismen in eine gleiche Anzahl von symmetrischen dreieckigen 
Pyramiden zertheilen lassen. Da nun diese paarweise einander 
gleich sind (nach IV. Satz), so sind es auch die gegebenen sym- 
metrischen prismatischen Körper. 

Anmerkung. Wenn im II. Satze der Mittelpunkt des um 
das Dreieck zu beschreibenden Kreises ausserhalb dieses Drei- 
ecks; oder in dem IV. Satze der Mittelpunkt der um die Pyrami- 
den zu beschreibenden Kugeln ausserhalb der Pyramiden fallt, 
so ist es leicht, die Beweise auf ähnliche Art zu fuhren. 

15. So befriedigend nun auch dieser Beweis ist, so muss 
man doch gestehen, dass er (besonders bei näherer Ausführung) 
auf elementarische Kürze keinen Anspruch machen kann. Es 
schien mir daher der Mühe werth, einen so höchst wichtigen Satz 
der Stereometrie: das Theorem von dem Diagonalschnitte 
des schiefen Parallelopipedums, so kurz und bündig an 
erweisen, als dieses nur immer von einer ähnlichen Behauptung 
der Körperlehre gefordert werden kann. Den hierüber ersonnenen 
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Beweis hatte ich bereits vor langer Zeit der vormaligen Departe- 
mentalgesellschaft der W. \V. und K. K. in Mainz (welche mich 
mit einem Diplome zum Beitritt als auswärtiges Mitglied beehrte) 
als kleine Denkschrift zugesendet., und die mathematische Section 
jener Gesellschaft hatte meine Darstellung als befriedigend erkannt. 
Ich füge sie hier öffentlich mit der Bemerkung bei, dass sie sehr 
füglich an die Stelle des 28. Satzes im XI. Buche der Elemente 
des Euclid es gesetzt werden und so die Lücke ergänzen kann, 
welche in dem Beweise dieses wichtigen Lehrsatzes herrscht. 

16. Es sei (Taf. III. Fig. 5.) abcdefgh das gegebene schiefe 
ParalMopipedum und acl/te nessen Diagonalebene, so ist zu be- 
neisen , dass das Prisma' acdkeg gleich sei dem Prisma abdhfe. 

Man halbire ctj in /, errichte Im in der Ebene ch und Ii in der 
Ebene ce lothrecht auf cl und ziehe im, so sind cg, ae und dh 
auf der Dreiecksebene Um senkrecht (El. XI. 4. und 8.). Wird 
iiuo das schiefe Parallelopipedum ah durch das über im verlän- 
gerte Dreieck lim durchschnitten, so entspringt das Rechteck 
ahn, worauf die vier Seitenflächen dieses Parallelopipedums loth- 
recht stehen (El. XI. 8.). 

Nun verlängere man die cg, ae, bf und dh über g, e, / und A, 
so, dass gpz=:cl, en = ai, fo = bk und hq=dtn ist, und ziehe die 
Verbindungslinien pn y no, oq und qp , so wird noqp ein Recht- 
eck, welches dem Rechtecke ikml congruent ist (El. XI. 10. 4. 
und 5.). Auch sieht man leicht, dass nun ein senkrechtes Paral- 
L< lopipedum iq entstanden ist, welches durch den Diagonalschnitt 
imqn in zwei congruente dreieckige Prismen limqnp und ikmgon 
xetneilt werden kann, und dass der Korper cadmil dem Körper 
gekqnp, und der Körper adbkmi dem Körper ehfoqn vollkommen 
congruent ist. 

Hieraus entstehen nun folgende Schlüsse: 

Körper acdilm £\- Körper eghnpq , 
Körper ilmegh = Körper ilmegh 1, 



Körper acdegh — Körper Um npq , d. Ii. 
Prisma acdegh = Prisma ilmvpq No. L 



Desgleichen ist auch : 

Körper bdnkmi^s Körper f/teoqn, 
Körper kmifhe =f= Körper kmifhe, 
Körper bdaj 7/e '== Körper kmioqn, d. h. 
Prisma bdafhc — Prisma kmioqn No. II. 

Da nun , nach dem Erwiesenen , Prisma ilmnpq — Prisma kmioqn 
ist, so muss auch (nach No. I. und II.) Prisma acdegh — Prisma 
bdafke sein. 

Wenn die auf den Seitenflächen des gegebenen schiefen Pa- 
railelopipeduins lothrecht stehende Durchschnitts-Ebene liktti mit 
mk in hf oder in die Grundfläche eghf eintreffen sollte, so darf 

6* 
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man nur das gegebene Paratlelopipedum oberhalb acdb 
halb eghf um die Grösse der Seite gc ein- oder mehrmal vi 
gern, wo denn der nämliche Beweis geführt werden kann. 

17. In Frankreich haben die Elemente des Ein Ii des an 
Peyrard (Bibliothekar der polytechnischen Schule zu Paris) einen 
sehr t hat igen Uebersetzer und geschickten Herausgeber gefunden. 
Seine Schrift führt den Titel: Les Elemens de Geometrie d'Euclide 
traduits litteralement, et suivis d un Tratte du Cercle, du Cyfindre, 
du Cöne et de (a Sphere; de la mesure des Surfaces et des 
Solides; avec des Notes. Par F. Peyrard. A Paris. 1804. XV. 
uud 576. S. 8. mit 8 Kupfertafeln. Sie enthält eine wohlgeratheae 
wörtliche Uebersetzung der sechs ersten Bücher, nebst dem 
eilften und zwölften der Elemente. In dem Supplemente 
(S. 447 — 538) hat Peyrard die von Eue Ii dos nicht aufge- 
nommenen Sätze vom Kreise, CylindeT, Kegel, von der Kugel, 
vom Ausmessen der Oberflächen und der Körper, nach den Grund- 
sätzen des Archimedes, aber nach Euclides Methode abge- 
handelt. Die Noten endlich (S. 559—575) enthalten Erklärungen 
über einige dunkle Stellen der Elemente, und vorzüglich eine 
Kritik gegen Robert Simson in Bezug auf die X. Erklärung 

des XL Buchs. 
• i 

18. Diese Kritik betrifft fürs Erste eine Behauptung von 
Robert Simson: die X. Erklärung des XI. Buchs der Ele- 
mente sei nicht allgemein wahr, indem es in der That Kör- 
per gäbe, welche, obgleich von gleich vielen, gleich und ähnlichen 
Seitenflächen umschlossen, dennoch weder congruent, noch- blos 
gleich an Körperraüme seien. Diese Behauptung beweiset Robert 
Simson durch zwei Körper, welche entstehen, wenn man in der 
Grundfläche einer dreiseitigen Pyramide einen willkührlichen 
Punkt annimmt, durch ihn ein beliebiges Loth in dem Innern 
der Pyramide darauf errichtet, dasselbe eben so weit zur andern 
Seite der Grundfläche verlängert, und nun von jedem Endpunkte 
dieser Lothe drei gerade Linien nach den drei Winkelpunkten der 
Grundfläche ziehet. Man sieht leicht, dass die sich hierdurch bil- 
denden zwei Körper f von welchen der eine vier auswärtsgehende, 
der andere aber drei auswärts- und einen einwärtsgehenden Kör- 
perwinkel hat, von gleich vielen, gleich und ähnlichen Seitenflächen 
eingeschlossen werden, ohne dass solche weder an Grösse, noch 
an Gestalt übereinstimmen. Da nun dieses un w idersprechlich 
wahr ist, so müssen wir Robert Simson 's Aeusserung als voll- 
kommen begründet ansehen, und die X. Erklärung des XI. Buchs 
ist somit nicht bestimmt genug ausgedrückt. Peyrard sagt zwar: 
„Ist es nicht einleuchtend, dass Euclides nur von solchen Kör- 
pern sprach, welche keine einwärts gehende Winkel haben?" 
Allein hier ist nicht die Rede von dem Sinne, welchen Eucli- 
des mit seinen Worten verbunden haben mag, sondern von dem 
Sinne, welchen man mit klar ausgesprochnen Worten verbinden 
muss. Und darin hat Robert Simson offenbar Recht. Was 
sonst noch gegen diese X. Erklärung zu bemerken ist, wurde be- 
reits oben (3.) auseinandergesetzt. 

19. Fürs Zweite entgeht dem scharfsinnigen Peyrard das 
Unzulängliche in dem Beweise von Robert Simson nicht. Er 
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bemerkt mit Recht, dass der XVDl. und XL. Säte de« XI. Buchs, 
so wie auch der III. und IV. Satz des XII. Buchs der Elemente 
nicht befriedigend dargethan sei, so lange die fragliche Behaup- 
tung nicht scharf erwiesen wäre. 

> 20. Aber wie verhält sich Peyrard in dieser schwierigen 
Sache 1 ? Er stellt drei Lehrsätze auf, welche mit den von 
Robert Simson ausgesprochenen im Wesentlichen einerlei sind. 
Bei dem zweiten Lehrsatze bemerkt er auch richtig , dass sich die 
entsprechenden Kürperwinkel nicht immer deckten, sondern bis- 
weilen als symmetrische erschienen. Aber nun heisst es: 
„ Hieraus schliesse ich, dass die Gongruenz zweier Kürper- 
winkel, welche von drei ebenen, einzeln genommen, gleichen 
Winkeln eingeschlossen sind, nicht Statt finde, wenn, nachdem 
man zwei gleiche ebene Winkel derselben in einander gelegt hat, 
ihre beiden andern Winkel nicht nach den nämlichen Seiten 
hin liegen. In diesem Falle muss man sich also begnügen, zu 
sagen, dass zwei Körperwinkel, deren jeder von drei ebenen 
Winkeln, welche paarweise einander gleich sind, gebildet wird, 
auch unter sich gleich sind, weil ihre bestimmenden 
Stücke, d. h. ihre ebenen Winkel und ihre Neigungen, 
gleiche Grösse haben." » 

21. Peyrard hat hierdurch wohl Robert Simsons Be- 
hauptung, dass sich die fraglichen Kürperwinkel deckten, berich- 
tiget; allein, dass er jene JCürperwinkel gleiche nennt, welche 
nicht als congruent erscheinen, ist gegen die Natur der Sache, 
und selbst gegen den Sprachgebrauch, da solche Körperwinkel 
sehr wohl symmetrische heissen. Man soll nie von allgemein 
anerkannten Begriffsbestimmungen abweichen. Alle Geometer ver- 
stehen aber unter Gleichheit die Uebereinstimmung in der 
Grösse; unter Aehnlichkeit Uebereinstimmung in der Gestalt, 
und unter Congruenz die Uebereinstimmung in »Grösse und Ge- 
stalt zugleich. Nach diesem ergebt sich sogleich, dass die frag- 
lichen Körper winket weder gleiche, noch ähnliche, noch con» 
gruente genannt werden dürfen. Sie sind nämlich zum Theil 
gleich, zum Theil ähnlich, und folglich nicht vollkommen 
übereinstimmend. Die Benennung: symmetrische Körper- 
winkel ist wohl die schicklichste. Wie durfte sie also Peyrard 
gleich nennen, da er sich selbst des Ausdrucks: symmetrische 
Körper bedienet? 

22. Der dritte Lehrsatz von Peyrard ist wörtlich das 
Theorem von Robert Simson, welches behauptet, dass die 
zwei dreieckigen Prismen, welche aus dem Diagonalschnitte des 
schiefen Parallelopineduras entstehen, gleich und ähnlich seien, 
o bschon sie nicht als congruent erscheinen. Hier, bemerkt 
er, muss man sich wieder begnügen, zu sagen, dass diese Kör- 
per deshalb gleich und ähnlich seien, weil ihre bestimmenden 
Stücke gegenseitig vollkommen gleich sind. 

23. Zur Prüfung dieser Ansicht müssen wir unsere vorigen 
Aeusserungen (21) wiederholen. Es ist fürs Erste gegen deu 
scharfen Sprachgebrauch, zwei Körper gleich und ähnlich zu nen- 
nen , welche doch nicht congruent sind, und wofür Peyrard 
selbst den Ausdruck: symmetrische Körper gebraucht- Aber fürs 
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Zweite kann noch weniger aas einer solchen Gleichheit und 
Aehnlichkeit die Uehereinsfimmung in der Grösse beider K6rp*r 
abgeleitet werden. Diese ist vielmehr gar nicht scharf bewiesen. 
Da Peyrard selbst (a. a. O. S. 564.) auf die, der Geometrie vosj 
Legendre beigefügten Noten verweiset (33 u. f.), so ist es um 
so auffallender, wie ein so strenger Geonieter sich hier diesen 
Mangel an Schärfe erlauben konnte. Er hätte zum wenigsten die 
Beweise von Legendre (14) seinem Vortrage einverleiben sollen« 

24. Da der Satz von der Gleichheit der zwei dreieekig-en 
Prismen, welche durch den Diagonaisehnitt eines schiefen Paral- 
lelopipedums entstehen, in den meisten Compendien der Elemen- 
targeometrie nur höchst unbefriedigend erwiesen wird, so ist e$ 
zweckmässig, hier noch den strengen Beweis eines ältern, jedem 
deutschen Geonieter rühmlichst bekannten Schriftstellers, des 
grundlichen Karsten, beizubringen. Man mügte sich wundern» 
dass diese sinnreich ausgedachte Demonstration nicht häufiger in 
späteren Schriften aufgenommen worden ist; allein wahrscheinlich 
hat man sie nicht fitr elementar genug gehalten, um solche de« 
ersten Anfängern mitzuteilen. In der That scheint sie auch 
der unserigen (16.) in dieser Hinsieht nachzustellen. 

. 

25. Um diesen Beweis von Karsten (Lehcbegri ff der Mathe- 
matik, Geometrie, {. 343.) kennen zu lernen, theifen wir ihn hier 
in' einer fasslicheren Form mit. 

Wenn AS (Taf. III. Fig. 6.) das gegebene schiefe Parallele 
pipedum, GCMQ aber der Diagonalschnitt ist, und man legt durch 
die Mitte E und O der Grundflächen AI und KS die Ebene 
HBLR parallel mit GAKQ, und die Ebene FDJSP parallel mit 
ACMK, so entstehen vier Parallelopipeden: AO, FR, ZW und 
ES, welche unter sich congruent sind, und deren jedes \ des ge- 
gebenen ist Zwei von diesen Parallelopipeden tbeilet der Diago- 
nal schnitt G CMQ nicht; zwei andere aber werden durch ihn in 
zwei dreieckige Prismen getheilt. Jene sollen die äusseren, 
diese die mittleren Parallelopipeden, die aus letzten ent- 
stehenden dreieckigen Prismen aber die mittleren Prismen 
heissen. 

Wird nun jedes der mittleren Parallelopipeden, wie das gege- 
bene, in vier kleine Parallelopipeden getheilt, so entstehen in 
jedem wieder vier congruente Parallelopipeden, zwei mittlere 
und zwei äussere, deren, jedes r \ de» gegebenen ist Jedes 
dieser mittleren kftnute nun wieder so getheilt werden, und man 
würde in jedem vier congruente Parallelopipeden erhalten, deren 
jedes B * T des gegebenen wäre. Diese Tlieilung aber kann, wie 
man leicht sieht, ins Unendliche fortgesetzt werden, 

^ Da nun bei jeder Theilung die Summe der äusseren 'Paralle- 
lopipeden die Hälfte des gegebenen beträgt, und somit von letz- 
terem die Hälfte, von dieser Hälfte wiederum die Hälfte u. s. f. 
ohne Ende hinweggenommen werden kann, so muss der Unter- 
schied zwischen der Summe aller äusseren Parallelopipe- 
den ttnd dem gegebenen einmal kiemer als tede angebliche 
Grösse werden (Elem. X. B, 1. SA Allein der Unterschied der 
grosseren Prismen GCS und GCKktrm mir in dem Unterschiede 
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aller mittleren Prismeo liegen. Da nun diese mittleren Priemen 
selbst kleiner als jede angebliche Grösse werden können, so 
muss sich auch ihr Unterschied in dem Maasse verkleinern. Da- 
her sind die grösseren Prismen GCS und GCK um einen Unter- 
schied verschieden, der kleiner als jede angebliche Grösse ist, 
d. b. diese Prismen sind gleich. 

* i 

26. Bei dem Durchdenken dieser sinnreichen Demonstration 
habe ich folgenden Beweis gefunden, welcher, wie es mir scheint, 
sich durch Kürze und Fasslichkeit empfehlen mögte. 

I. Das dreieckige Prisma GCS (Taf. III. Fig. 6.) besteht aus 
einem äussern Parallelopipedum ES, welches .[ des gegebenen 
AS ist, aus zwei äussern Parallelopipeden, welche zusammen/,, 
d. b. * von AS; aus vier äussern, welche zusammen B 4 j, d. h. 
A von AS; aus acht äussern, welche zusammen d. b. A 

von AS betragen, und so fort ohne Ende. Die Summe aller die- 
ser äussern Prismen (sie heisse S) bildet also, in Bezug auf das 
Parallelopipedum AS— l , eine unendliche Reihe von cler Form: 




S«i + *+A + A + A + ..M 

■ 

II. Aus der Arithmetik ist aber bekannt, dass, wenn a das 
erste Glied, e der Exponent und S die Summe einer unendlichen 

Reihe ausdrückt, der Werth von Ä=i-^- sei. Daher ist, für 

L-—€ 

obige Reibe, 

III. Auf gleiche Weise ist aber auch die Summe aller äus- 
sern Parallelopipeden im dreieckigen Prisma GCK= {AS, weil 
sie mit der in tl. gefundenen aus gleichvielen und gegenseitig 
gleiehgrossen Gliedern besteht. Folglich ist Prisma GCS=z Prisma 
GC*:=iParallelopipeduni AS. 

Anl ^7.a. Der hier (in 16.) gegebene directe Beweis des Lehr- 
satzes hat einen neuen indirecten veranlasst, welcher eben- 
falls Fasslichkeit mit geometrischer Strenge vereinigt. Er ist fol- 
gender. Wenn (Taf. III. Fig. 7.) ABCÜEFGH das gegebene 

3 liefe Parallelopipedum und BD HF der Diagonalschnitt in dem- 
ben ist. so soll bewiesen werden, dass das schiefe dreieckige 
Prisma ADBEHF dem schiefen dreieckigen Prisma BDCFHG 
nicht ungleich an Grösse sein kann , ohne auf einen Widerspruch 
zu gelangen, welcher aus der Annahme dieser Ungleichheit her- 
vorgehen müsste. 

b. Man lege durch AD (wobei, der Einfachheit wegen, die 
Winkel DAE und ADH als rechte angenommen sind) eine Ebene, 
welche auf BCGF lothrecht steht, so bildet dieser Durchschnitt 
das Parallelogramm ADKJ auf dessen Ebene die Seitenkanten 
AE, DH, BF, CG senkrecht sind. Wird nun ebenso durch FG 
eine Durchschnittsebenc lothrecht auf AEHD gelegt, so entsteht 
ein Parallelogramm FGML, welches dem Parallelogramme ADKJ 
congruent ist und auf welchem die Kantenlinien LA, MD, FB, 
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GC ebenfalls senkrecht sind. Demnach bildet sich im Innern des 
schiefen Parallelopipedums ABCDEFGH ein senkrechtes Paralle- 
lopipedura AJ KD ist GM, welches durch die Diagonalebene DJFM 
in die beiden vollkommen congruenten dreieckigen Prismen 
ADJLMF und DJKMFG getheilt wird, wie dieses aus Taf. DI. 
Fig. 1. hervorgeht, indem das vordere dreieckige Prisma derge- 
stalt in das hintere gestellt werden kann, dass beide nur ein 
einziges bilden. 

c. Das schiefe dreieckige Prisma (Taf. III. Fig. 7.) ADBEHF 
besteht daher aus dem senkrechten Prisma ADJLMF, aus der 
dreiseitigen Pyramide, deren Grundfläche das Dreieck ADJ und 
deren Spitze in B ist, und aus der vierseitigen Pyramide, deren 
Grundfläche das Parallelogramm LMHE und deren Spitze in F 
liegt. — Ebenso besteht das schiefe dreieckige Prisma BDCFHG 
aus dem senkrechten Prisma DJKMFG, aus^ der viereckigen 
Pyramide, deren Grundfläche BCKJ und deren Spitze D ist, und 
aus der dreiseitigen Pyramide, deren Basis das Dreieck FÜG 
und deren Spitze in M ist. Man überzeugt sich leicht, dass die 
ebengenannten beiden viereckigen, so wie auch die zwei dreisei- 
tigen Pyramiden keine congrueote, wohl aber symmetrische 
(8.) Körper seien. 

d. Sollten nun diese beiden schiefen dreieckigen Prismen 
ADBEHF und DBCHFG (welche mit P und Q bezeichnet wer- 
den sollen) an Grösse verschieden sein, so kann dieser Unter- 
schied (da beide die einander congruenten dreieckigen Prismen 
als Bestandteil gemein haben) nur in der Verschiedenheit 
der Körpersummen ADJB + LEHMF und FGHM + KCBJD 
begründet sein. 

e. Wäre nun (hypothetisch angenommen) P > Q, so setze 
man P— Q=zd, und es ist klar, dass nunmehr 2P- — 2Q = 2d ? 
3P — 3Q=3r2 und überhaupt nP — nQ = nd sein inüsste. Wenn 
aber gezeigt werden kann, dass bei P — Q, bei 2P— 2Q, bei 
dP — öQ, und, im Allgemeinen, bei nP—nQ stets eine und die- 
se 1 b i g e D i f f e r e n z stattfinden müsste , wenn bei P — Q irgend 
eine Differenz bestände, so ist dieses nur dadurch möglich, dass 
diese Differenz =0 ist, d. h. dass P=zQ sein muss. 

f. Denkt man sich die Seitenkanten EA, FB , HD, GC 
über A, B, D, C so verlängert, bis Aa (welche man in einer 
Zeichnung wirklich ziehen kann) = EA } Bb = FB, Dd=. HD, 
Cc == GC ist, verbindet die Endpunkte a, b, d, c durch vier ge- 
rade Linien und betrachtet den Diagonalschnitt dbFH, so ist 
klar, dass in dem schiefen Parallelopipedum abcdEFGH zwei 
schiefe dreieckige Prismen entstehen, von welchen abdEFH 
= i ABDEFH und dbcHFG = 5 DBCHFG ist. Wird nun durch 
ad eine mit AJKD parallele Ebene gelegt, so entsteht ein Vier- 
eck aikd, welches mit abcd einen Körper abcdik bestimmt, der 
dem Körper ABCDJK vollkommen congruent ist, und die oben 
(in c.) bemerkten Theile dieser Körper bilden den Ueberschuss 
der beiden grossen schiefen dreieckigen Prismen (2P und 2Q) über 
die zwei in ihrem Innern entstehenden congruenten dreiecki- 
gen Prismen. Bestände nun zwischen P und Q eine Differenz 
ssrf, so müsste hier bei 2P und 2Q eine Differenz =2*f statt- 
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Da aber auch bei nP und nQ (wie die fortgesetzte Con- 
_j der gleichviel fach grössern schiefen dreieckigen 
rismen P und Q deutlich zeiget) diese Differenz zwischen P 
id Q nie grösser wird, so kann zwischen P und Q gar kein 
nterschied bestehen , d. h. es muss P — Q sein. 

g. Wäre der Winkel ADH ein stumpfer, so wurde durch D 
ne Ebene gelegt, auf welcher die vier Seitenkanten DH, AE, 
*F, CG lothrecht stehen, und der Beweis wäre der nämliche, 
* nun «weh . durch F eine Durchschnittsebene gelegt würde, 
orauf eben diese Kanten senkrecht sind. 

Der allgemeine Satz, worauf sich dieser indirecte Beweis 
•ÖDdei,- ist demnach folgender: Wenn zwei Grossen P und Q, 
>d weichen man nicht weiss, ob sie einander gleich oder un- 
eich sind, gegeben werden, uud man kann überzeugend bewei- 
nt, dass, wenn zwischen ihnen ein Unterschied stattfände, eben- 
erselbe auch bei ihren Doppelten, Dreifachen und überhaupt 
ei ihren «fachen stattGnden müsste, so muss nothwendig auch 
'= Q sein. 



- • 
t. 



In der früher erschienenen Abhandlung: Der 28. Satz des 
I. Buchs der Elemente des Euclides u. s. w. S. 4. mit 
oer Steintafel (40 Kr.), ist sowohl das Geschichtliche, als das 
ritische dieses Satzes ausführlicher dargestellt worden. 



1W* 



V 



••V 
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Heber zwei Kurven , die von der Ellipse 
abgeleitet sind. Berechnung der von 
denselben umschlossenen Fläche. 

Von dem 

Herrn Doctor J. Dienger, 

Lehrer au der höheren Bürgerschule xu Sinsheim bei Heidelberg. 



S l 

Sei 

-4 + -£ = l, «>* 

die Gleichung einer Ellipse., (x 1 9 y') ein Punkt derselben. Auf diesen 
Punkt ziehe man vom Mittelpunkte einen Radius vector und ver- 
längere diesen um die Grosse h. Die Gleichung des Rad. vect. 

ist y =*L-x* und die Koordinaten des Endpunktes (des verlängerten 

x 

Rad. v.) : x' + ^ , y' + ^ , wo r' = V In diesem End- 

punkte errichte man eine Senkrechte auf den Rad. v. , so ist die 
Gleichung dieser Linie: 



Das, was bisher mit einem einzigen Rad. vect. vorgenommen 
wurde, nehme man mit allen vor, und suche sodann die Gleichung 
der Kurve, die von allen den auf den verschiedenen Rad. vect. 
senkrecht stehenden Geraden berührt wird. Zu diesem Ende muss 
man die Gleichung (1), welche auch so dargestellt werden kann : 

nach x' differenziren , indem man y' als Funktion von x' , beding 
durch die Gleichung 

x' 2 v' 2 

ansieht, und zwischen der erhaltenen Differenzialgleichung und de» 
Gleichung (1), x' und y' eliminiren. Nun giebt (1) : 
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dx 

aus (2) folgt: 



J dx' T W 2 + « a 

w 

-_ — - * . ■ i — — • 



bir.i ;•»!» iir/A rJ* 
f*! mWi iijmi iinlvii^ 
w i*i!nO nf. tum 



•Setzt man diesen Werth in (3), so erhält man : 



xW 



r,,' X - l> 2 x> y = 2 (a 2 - b 2 ) x' y' + h (a» - A 2 ) V , 



(4) 



Ul 



liminirt man nun aus (1), (2), (4) die Grössen x' , ?/, so erhält 
in die Gleichung der gesuchten Kurve. 

Hieraus folgt : 



hx' 



I 

_ 



(5) 



Diese Gleichungen gehen für jeden Punkt (x' ,y') der El- 
ipse den entsprechenden Punkt der gesuchten Kurve an. 

Man setze in (5) #' = crcos tp, v' = bs\n <p, so genügen x' , 
der Gleichung (2). während <p ein Winkel ist, der in dem Punkte 
ist, in welchem die A.xe der x die Ellipse schneidet; durch 
iese Substitution findet sich : 



x = (1 + e 2 sin 2 qp) w cos qp 4- 



(6) 



Vi — e 2 s\n 2 <p 
b 2 — ff 2 e 2 eos 2 qp . 6/<sinqp 

■ « Y 1 — e^sin^a* 

« 2 — Ä 2 

*nn e 2 = 2 — * Gleichungen (6), wenn man in ihnen <jp 

»Ii 0 l>is 'Ire gehen lässt, drücken die gesuchte Kurve aus. Durch 
Elimination von qp zwischen ihnen erhielte man die Gleichung der- 
Ibeo in gewöhnlichen rechtwinklichen Koordinaten. Für den Fall 
i=0 erhält man als gesuchte Gleichung (siehe Crelles Journal. 
1. 33. S. 90 ff.): 

[6 a 2 6* - 2 (2 b 2 - a 2 ) (2a 2 - b 2 ) — 3 (a*x 2 + b 2 y 2 ) ]*z= 
a 2 (2b 2 - a 2 ) x 2 + Qb 2 (>a 2 -b 2 )y 2 -i(a 2 +b 2 )(2b 2 -a 2 )(2a 2 -b 2 )] 2 

In unserm Falle wurde die Endgleichung offenbar noch ver- 
kelter ausfallen; da es aber fiir den Zweck, der hier verfolgt 
iird, nicht nöthig ist, dieselbe zu haben, so begnügen wir uns 
den Gleichungen (6). 
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Die gesuchte Kurve besteht offenbar aus vier kongruenten 
Theilen, vod y=Q bis t) 9 — -y bis *r, q>=n bis "2"» 9 = Dw 

2?r. Der erste dieser Quadranten ist von den positiven Theilen 
der Axen der x und y begränzt: er beginnt an der Axe der x. 
Suchen wir nun die Fläche zwischen der Axe der x, der Kurve 
und der Ordinate y. Da die Ordinate y den Quadranten in zwei 
Theile theilt, so muss noch bemerkt werden, dass derjenige dieser 
beiden Theile gemeint ist, der vom Mittelpunkte entfernter ist. 

Die Formel für die Quadrirung ist \ j*ydx, je nachdem x mit 

wachsender Fläche zu- oder abnimmt. In unserm Falle ist das 
untere Zeichen anzuwenden. Da aber x und y als Funktionen von 
9 gegeben sind, so ist der Ausdruck für die gesuchte Fläche 



P 9 dx a 



Setzt man hier die obigen Wertbe (6) von x und y, so erhält man 
als Ausdruck des gesuchten Fläch eustficks : 

p9 . a 3 e 2 pf 
abj sin 2 9Ö9 g-# sin 2 9Cos 2 9d9 

+ 2 abe 2 I &'m 2 q)C08*<pd<p-\-abe* f sin 4 <pdq> 
J o %J 0 

2a»«< Pf 
H j — J sin z 9cos 4 9Ö9 

ö </ o «V 0 V(l - c a sin a 9)» 

sin 2 9Cos 2 9 99 sin 2 9d9 
Jo V(l-e 2 sin 2 9) 3+AÖ t /o V(l-e 2 sin*9) 

V sin a 9C0s 2 9Ö9 



— 26Ae 2 ^ 
»/ o V(l— € 2 sin*9) «Vo 



V(l— c 2 sin 2 9) 



Nun ist aber : 



f. 



f. 
f. 



fi 



sin *q>dq>= — i sin 9 cos 9 -f- 1 9 , 



sin a 9Cos*939=:isin 3 9cos 9 — J sin 9 cos 9 -f- J 9, 

o 



f t 

8in*(pdq)=— ^sin 3 9C0S9 — l sin 9 cos 9 -f 1 9» 

o 

sin 2 9 cos 4 9 89 = [ sin 3 9 cos 3 9 -f * sin 3 9 cos 9 — r l 6 sin 9 cos 9 

ml t. 
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^smfyeos^tpdip = v sm «ycofty - « 4 sin »ycosy — siny cosy + T » tf y, 

V. 



f _ sin 2 ydy _ F(y,c) r* sin ycosy 

F(y,e) — F(y.e) sin ycosy 

9 sin 2 y cos a y9y F(y ,e) e 2 siny cosy 

o V(l-e a sin a yp ~~ l-e a 0— O Vi e 2 s in a y 
(2-e 2 )F(y,<>) (l-g^Ffo,*) (1 -e 2 ) sin ycosy 
* 4 + e* + e^l-eVinV' 



y sin 2 y8y F(y,e) — F(y ,e) 
o Vl-e a sin a 9"~ * 2 



y> sin«y3y = Vi — e a sin a y sin ycosy 2 (1+ e 2 )/;(y , e) 

+ 3^ ' 

sin a ycos 2 ydy (2— g^Ffy,«») 2(1 — e*)F(<p,e) 
o Vi — e a sin*V ~~ 3e * " ^* 



V • * - 



I 



Vi — e 2 sin 2 ysin ycosy 



wenn y j 

E{<p,e)=J^ Vl- c a sin a yay,F(y,,)==/ o vT^^-- 

Ferner ist 



•1 ; ' 



:arc(tg = Vl— e 2 .tgy). 



o 1— e a sin a y Vi — 

Differenzirt man diese Gleichung nach e, und theilt beiderseits 
durch 2e, so ergiebt sich f 



sin a yöy _ 1 



. 0-W =2V^ arc(tg = Vi-e».^) 

-*(l-e a )' l+(l-5)tgV =^V^^i arc(tg=Vr=7 a .tgy) 

1 1 sin ycosy 

s ~~ 2(1— e a ) * 1— g a sin a y * 
Setzt man diese Werthe* so erhalt man das fragliche Flächenstück. 

Um den Quadranten zu erhalten, muss man y= -j setzen. Der - 
wlbe ist also: 
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"* t— Tie - ^ ig- + 3 «*«*i6 fe - nr m 

**• j£(f.«)_f(l^)-£4*)j 

+ „i ( 1— ^ ) 

\E(*,e) V-e*)E&,e) 2(1 -e») 

l-nfy ar- a -+ "7« 



e 4 

7t 3T 



e* 

-2oAe* 



1 



+ 6A,«( ^ g^j J + - S r|jp=^j 

Mithin der ganze, von der fraglichen Karre umschlossene 
Raum : 



(Ueber die Herleituos obiger Ausdrucke »ehe man u. A. CreJIe '* 
nal. Bd. 31. & 23 t) 

§ .2. 



Sei 



^ + p — a >* 



die Gleichung: einer Ellipse, (x 1 , y) ein Punkt derselben. Dm 
Gleichung des Radios vector in diesem Punkte ist jf = *jjr, und di< 
Gleichung der auf seinem Endpunkte Senkrechten : y + *J = 
a^'+y*. Die Gleichung der Normale im Punkte (ar*, y) ist : ^{y—y' 

—JiC*— die Gleichung der mit der Karmale parallelen, durcl 

den Mittelpunkt gehenden Geraden also-^x= ^jf. Heissen nui 

jr, jf die Koordinaten des Punktes, in dem diese letztere Gerad< 
die so eben erwähnte Senkrechte trift, so ist 

i 

x — *i • $ — 
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Setzt man nun x*z=.r' cos a>' , y'=r' sinqp' , so dass 

, 2 /cosV , siii?<p'\ _ , 
V « a + b*~~J- L * 

* ■ . • i - ^ 

und eliminirt aus den drei letzten Gleichungen r', o/, so erhält 
man 1 

(a 2 .r 2 + &V) s -(a 4 ^+*V) a ^ (8) 

als Gleicfcung der durch alle jene Fusspunkte gehenden Kurve. 

Man ziehe in einen Punkt , /) dieser Kurve (8) einen 
Kadiusvector, und verlängere denselben um die Grosse h , so sind 
die Koordinaten seines Endpunktes 



hx 



1 



, . hy' 



Man suche nun die Gleichung der Kurve, die durch die Endpunkte 
aller ^ so verlängerten Radien geht. Setzt man x* = r cos q> , y 
=rsm<p, so hat man r, 9 zu eliminiren aus 

x=zrcosq> -f Acds<p=(r-f A)cosg>, 
y =r r sin tp + A sin 9 = (r «f A) sin «v 
r J (fl 2 co«V + 6 2 sinV) s «= (« 4 co« V + A 4 sin 2 g)) 2 . 
Hieraus folgt (r+A) 2 =** + 0 2 , r= V^qpT« -A, 



Demnach^ erhält man als Gleichung der fraglichen neuen Kurve : 

(Vx^+J 2 - A) a (a% 2 + 6 V) 3 =(o*o: 2 + b V) a a + # a ) , (9) 

w elche Gleichung für A=Ü in (8) übergeht. 

Diese Kurve besteht aus vier kongruenten Theilen, so dass 
die Betrachtung eines Quadranten genügt Man setze m 
rcoa<p,y = r8in(p, so ist 

(r— A) a (a 2 cosV + 6 a sin fy)*:=(a 4 cos 2 <p + ^sin^) 3 , 

a 4 cos 2 y -f ü 4 sin 2 tp 
r - Ä + (ä 2 cos V + 6*siii i*g»r 

Für den Flächeninhalt des Quadranten findet sich : 
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1 n~i ' ff 4 cos g y-f 6 4 sin*p / (jr+cos V + 6 4 sin*y)* - 
= 2^0 + (a 2 cosV + 6*sinV) J (a 2 cos*9) + 6 2 8in a 9) 8 ^ 

I ) jt /»» a 4 cos a qp-|-6 4 sin a <p 

= 2 (** "2 + 2 Vo (a*cos* 9 ) + 6 a sin a 9 >)i 

/»7 (ft 4 cos a y -f 6 4 sin \ ) a a I 
Vo (aW(p + 6W 9 ) 3 ^ 



a 

demnach 



Setzt man =e 2 , so ist aVos^+ÄVm^^a^l-cVm^) 



co s a y8y co3 2 y8g> 

0 (a a cos a y + 6 a sin 2 g>)i ~ «V o 



e a 

0 (^3oTV + 6* sin V)*— a*J 0 (l-cWgp)* 

i 

£(y,«) F(f ,e) -£(f,e) 



Ferner ist 

TT 

öqp 7t 1 

a a cos a <p + 6 a sin 2 <p 2 a6 

Differenzirt man diese Gleichung nach a und theilt alsdan 
durch — 2«, so findet sich 



7t_ 

So « 



2 C0S a qp8qp * _J_ * 



0 VcosY+>aii>V>* 2 ' 2fl36 4 ' fl36 ' , , 
Differenzirt man abermals nach a und dividirt durch— 4a, « 
ergiebtsich: \ it 




cos 4 qp9<p 7C 3 

Durch ahnliche Verfahrungsweisen ergiebt sich : 



71 

Ja 5* 



7t 



cos 2 <jpsin 2 qp8gp tc 1 

a 2 cos a g> + 6 a sin a <jp) 8 ~~16 ' aHT*' 



Digitized by Google 



97 



sin «ffdqp yt 3 

(a*cos*g> -f Ä*sin V) 3 ~" 16 ' 'S« * 

Substituirt man diese Werthe, so ergiebtsicb ftr den Quadranten: 



+ 16 T + 16^+16 T 
~32L Vb ~ I 

Die ganze, von der fraglichen Kurve umschlossene Fläche ist 

-4aA^(~,c) + A* Ä . (10) 
Für A=0 erhält man hieraus 

* • * * 

8|_ ^ J> (1^ 

k Werth des von der Kurve (8) umschlossenen Raumes. 
tÄT 5 ' 8Cht KurVC (9) ln eiiren Kr « is ™» Halbmesser 



Theil X. 
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Herrn Wilhelm Mösta, 

i : * A tehraipts^Candioiiteü zu Caswl. 



! i Mb».! I l' - - --«»Iii ~ 1 ~7TT.i. .w; -»\n: »•« i 

Es muss gewjas einem jeden. Freund« der Zahlen leb™ eine 
erfreuliche Erscheinung sein, wenn in neuerer Zeit immer mehr 
ein Band zwischen den vereinzelten Lehren der huhern Arithmetik 
und den übrigen Branchen der Mathematik geknüpft wird; umso- 
mehr, da auf viele der hierher gehörigen Probleme ihrer Natur 
nach insbesondere von den Annänerungsmethoden der Analysi* 
gar leicht Anwendung gemacht werden kann. In dieser Beziehung 
haben die Forschungen des Herrn Libri (Memoires de TAcademie 
de sciences, savans etran^ers, Tom. V.) Vortreffliches geleistet 
indem durch sie die Losung der Gongruenzeij von beliebigen Graden 
aus einefm allgemeinen Pfincip hergeleitet, so wie die der vom 
1. und % Grad« 4urcb Formeln gegeben Werden, derdto Werth 
sich in jedem besondern Falle durch Hülfe der Analysis ermitteln 
lässt. Hiernach schien es mir vielleicht der Mühe werth, die 
von Herrn Eisenstein (Grelle Journal für reine und ange- 
wandte Math ematik. Bd. 27. pag. 281.) aufgestellten Sätze, 
von denen meines Wissens noch keine Beweise gegeben sind, 
auf die obige Auflösungsmethode der Congruenzen zurückzuführen. 

Ich schicke die folgenden bekannten Sätze voraus. 

Istn eine Primzahl, so sind sämmtliche Wurzeln der Gleichung 

#»-1=0 

gegeben durch : 

cos/: — -fv — lsin£ — i 
n n 

wo k alle Werthe 0, 1, 2,...,n-l durchläuft. 
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Bildet man die Summe der m- Potenzen dieser Wurzeln, so 
wira dieselbe ±=w ödet =0J jenachdem vtt ein. Vielfaches Tonn ist, 
oder nicht; d. h. mit anderen Worten, es ist: 



- (cosO— + V - 1 smO— ) m + (cos — + V-1 sin — 



+ (cos(»-l) — + V- l.i D (it- 1)-)- 

V 



=i 1 oder=0. 



Diese Eigenschaft der Wurzelo obige? Gleichung hat nun 
Herr Libri zur Bestimmung der Wurzeln der Congruenz 



q>(x,y,2...)~0 (mod7<) 

benutzt. / \ 

Betrachtet man nämlich für 

x die M£erthe I, 3...a; 
y „ „ 1, 2, 3.. .6; 

Z „ || \ f ZyO...C, 

so hat man nach dem Vorhergehenden unmittelbar für die Summe 
der Wurzeln der vorgelegten Congruenz den Ausdruck : 

-2(x,y, z....) cosO— +V^lsinO~)V^^ a ••••> 

+ (cos — V ^1 sin — ) * (*> 9» * •) + .. 
+ (cos (n-1) - + V— 1 sin (« -1) (*. *«.«.)' 

1 2^- t-r- 2« 

=— 2{x, y, z....)(cosö~ + V ^lsinö — )*(*>»>»••••>, 



ich das Summenzeichen über die für x, y, z.... aufgestellten 
ht> und tfber die Werthe 0=r:ö, t, 2....jn— 1 erstreckt. ! 

Reducirt sich ; die vorgelegte Congruenz auf eine solche vom 
m Grade mit einer Unbekannten, deren allgemeine Form 

ax-f 6— 0 ( m odn), 

so ist die Summe ihrer Wurzelo, wenn man noch berücksichtigt, 
dass es zur Auffindung afler Wurzeln der Cougruenz genügt, für 
x die Werthe : 

l, I , o ... .n \ 

.'f.- : ; • • • ! • ■ ' 1 v j * ;i ■■' " ' '• ' 

zu betrachten, und man die Potenzen xier Sinus und Cosinus in 
vielfache Bögen verwandelt, gegeben durch 
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•. 

Nun ist aber : 



| x=nß=n— 1 y . JN 



x=n 2n 

x~ 1 71 



(« — 1) sln20(fl« + o-i)^ + sin20(o-;aj^ 



(ITC 

2sin6 — 



cos2#( ) » — cos2ö(6— ä) — 

2« 

wsinö(6-i«) — 

/* 

= — 1 ; 

2«o0 — 
n 

daher ist die Summe der Wurzeln obiger Congruenz 

4 x — no—n— 1 9— ] 0=11- 1 v n 

-Ii 2: *cosö(a*-f />)— =-i £ — 

sind — 
n 

sinö(6 — \a) — 

„_1 ]Ö=n-i U 



n 



■ • 



Sind a und n relative Primzahlen, so hat bekanntlich die Con- 
gruenz ax + 6=0 (modw) nur eine positive Wurzel, kleiner 
Sls n, und man hat desshalb für diese den Ausdruck 



27t 



sin0(6-£a) — 
- 1 n 



-s r 7» 

0=1 sin 6 — 



n 

Versteht man nun unter G(Sl) die nächst kleinere ganze Zahl als 
Ä, so wollen wir jetzt woilf und N relative Primzahlen sind, 

zu bestimmen suchen. 
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Ist der bei der Division der Zahl M durch N bleibende Rest 
= so wird G (jy) sofort bekannt sein, wenn x bekannt tat 

Zur Bestimmung des Wertbes von x hat man aber nur die kleinste 
Auflösung der Coogruenz 

M-x=0 (mo AN) 

zu suchen,, Diese ist aber nach der obigen Formel 

t w 

jy-l 1»=*-, ««»»(*+ O y 
1 +? ««« 

t 

__iV-l ig=iv-i l)y 

oder, da 

— -=ssm6 -^y-cot6^y-|- cosö— jy- 



sintf^ 



und 



auch: 



ß-N— i 2J!fc _ 
2; cos6-^-=— 1, 

6=i 



Alsdann ergibt sich aber unmittelbar aus der Congruenz 

üf-a:=0 (mod iV) 

(II) 

Die Formel I. stellt denjkleinsten Rest von M für denModulus 
N vor und I. und II. bilden die beiden ersten am angeführten Orte 
aufgestellten Sätze. 

Ich Alge noch folgende Bemerkung bei. 

Sind M und N relative Primzahlen und überdies N eine un- 
gerade Zahl, so genügt« die Summe zwischen den Grenzen 0=1 
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loa 

und'M^^zu' nMen^ MüS ää 1 sSmmt^he fcalrfen l*f', feüf, 

3Äf. ..Ii '(#-^1) TPfnach 'uVrra Modälus ilT ikglektie feeste lassen 

u»d, t . ;, ,,,,, i<><: • • I» • »•.»►- ••• ■ 

iV + l iV—1, - f! " - ; ■" ,5 

= — 2~ (raodiV) , 



i « i ! , ' i 



so bleibt das Product der tyeicje^ Functionen) iint/er dem Summen- 
Zeichen durch Einführung der negativen Werthe von 6 ungeändert, 
und man hat desshalb auch für den kleinsten Rest von Äfiirden 
Mod. N den Ausdruck! \i f - f 



t> - Z smö— «f-cotö™, 
und damit auch ' / 



Wir wollen uns jetzt die Aufgabe stel 



is jeti.. ..... 



zu entwickeln, wobei wir wieder und iV als relative Primzahlen 
voraussetzen. ; . , 

r 

Zunächst ist klar, dass man ftir die kleinste Wurzel der Con- 
gruenz 

v . M—x=0 (mod iV), wo t><iV 
nach dem Obigen erhalt: '" ' , <• 

"■■ 1 2 1 " , ~'2"- :? <* - sm > ^ ' cot iffi ''«:" 

Setzt man für e nach einander die Wertfi'e : 

1, 2, 31... ©; 

so wird man durch Summatioir 1 diese* ver\ichiedeneVi \Vier)Ene\ die 
Summe der kleinsten .Reste erhalten, weiche durch Division' der 
Zahlen M, 2M, %M....vM durch N hervorgehen. Bezeichnen wir 
diese Summe durch. so Ist : : . w-y -. .J ' . i U 

5=©.-ö — öt ^ ^ sin Äo* — cot/.; -»v 

Diese Reste sind sfimmtlfeh Von einander Verschieden, und Wenn 
vssW-*!, so fallen selbige mit den Zahlen 1, 2, 3,....,ÄT— 1, e>hne 
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Rfefclkhtfeitftifattr^ 4ös*Wb die 

Zfehleo M und« Jfv'titarfrelative PriiHzahlen rtnd; {zugleioh i ab eine 
ungerade Zahl vflratfsseteenl, m ist -die , Summ« nur von itf*=l 
;y 2 

bis <r = — 5 — 2U nehmen, um die Summe aller von einander ver- 
schiedenen Reste zu erhalten, so das& 

\' . . ' ■ ' 

Die angezeigte Summation nach o* lässt sich jetzt nach dem 
Princip der doppelten Summation ausführen ; denn es ist : 

i 4 Bill 

Ist nun üf eine gerade Zahl, so ist fiir alle Werthe von k, 

cos 



Mknzzl, u^d werirt man noch bedenkt, dass, allgemein 

x 

coseca: = tg 2 -f cotj?, ( , 

^-iljl^i ^2 cotA^tg*^- 



so ergibt sich : 



>■ - 1 



!.' 



Hiernach ergibt sich aber unmittelbar 



Ist aber itf einfc ungerade Zahl, so zer}egeh wir den Ausdruck 
unter dem Summenzeichen so-, dass f v 

*=JV-i . » / . ilf« COSilfÄ-71 ■ ) 

31 7t I 



2 cos* -^J cot* -y- ,/„ 



Jv— i 

* ,2» \ .ilMn cos 2 d/ftft / >'•' 
— Z cot* <cot/r 



sm*-^ 



* ( sin(*>/< - 
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Unter dieser Form erkennt man sofort, das* der Werth des 
Cesmus im ersten Gliede der rechten Seite fär jeden Werth von k, 
+ l wird, dagegen im zweiten Gliede =— 1. Da nun allgemein 

• * 

cosec x = tg ^ + cot x=; cot j — cot x, 

■ 

so ergibt sich nach einer einfachen Reduction: 

I sin k -y- 

*= — kr-*-* 

= - i i cot*^tg- r+ £ cot(2A-l)^cot(2*-I)^. 
Erwägen wir nun, dass 

und 

cot(2* - 1)§ = tg (jOTf - (2A - 1)^) = tg(iV-(2^1))f |, 
so sehen wir, dass 



£ cot(2^1)-cot(2^1)^ = - V cot^tg*^, 



und damit: 



*- v -1 4/^ ( cos Mkn 

- 2 t £, 



so wie: 



S=*=1n+1 ^eot^tg^. 

Alsdann resultirt sogleich der 3. angeführten Orts aufgestellte 
Satz: 
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*f. ff— Jt 'S SV £ «^Ä^lv 

x / Mit 

N*—l M N-l l* = ~5- ,g * N 

JT— J— BT,* TT?* «"> 

i *5 AT 

I 

Von den vorhergehenden Formeln können wir jetzt Anwendung in 
der Lehre von den quadratischen Resten machen. Ist nämlich a 
eine beliebige Zahl, p eine Primzahl, so ist *), wenn wir uns 
des Legendreschen Zeichens bedienen, 

(^)^(-l)" (mod p), 
wo fi die Anzahl der Reste der Zahlen: 

a, 2a, 3c.... 2-g — <j, 



nach dem modulus/?, welcher > ip, bezeichnet. 

Ob a quadratischer Rest oder JNicbtrest ist, hängt bekannt- 
lich nur davon ab, ob p gerade oder ungerade ist, und unter die- 
ser Voraussetzung kann man setzen; 

Die Zahlen a und /? haben aber dieselben Eigenschaften wie die 
obigen M und N; und es ist desshalb: 



an 



_JL i («-2)p»+(2p-a) *=y«^^ 

v p 7 

: 

Daher haben wir den merkwürdigen Ausdruck: 

(iv.) • 

( P—lt L— 

f te ä — 



*) Gmim, Disqaisitiones arithmeticae , Sect. IV. 
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Aus Formel Hl. können wir jetzt ohne grosse Mühe ein rierk- 
wüVdiges Theorem herleiten, »wefchesVHerr EVsenittein in dem 
seften Bande pag. 282. aufstellt. '/ ■- , i 

Sind nämlich p und a zwei ungerade Zahlen ohne gemein- 
schaftliche^ Theller , so haben wir, ^ , f 

.... „h*l./ 1.0. 'F:.. °P 4# *»* fefc— ' 

« ... 8 * i ^ *=> tgA ^ 

und hieraus durch Addition 

Die ^beiden ersten Terrae auf der rechten Seite der Gleichung 
lassen^ sieh nun ausfolgende Weise geben^ : Uy w 

Daher ist: \ . ' : n * 



'\ Iii*! 1 * . ,P*' 

x ^l(*-i)tg*— *=j(«-D tgA— ' 

f t^Ä — tgÄ 

Ei mt aber hinlänglich bekannt, dass Summationen, von der Form 
zuerst von Gauss zum Beweise des Reciprocitätsgeseteea * fllr die 
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hen Reste benutzt worden sind und dass seine Unter- 



auf einem von dem obigen ganz verschiedenen Wege 



Jh=J 



Führen wir diesen Werth in unsere letzte Fbrmel ein, 4 so ergibt sich : 

tg * *-» tg/ t — 

Bezeichnen «vrr der Kurse wegen -.»'- •;"'> 1 ». i» f 

■ ; ^tg^'^'tg-— i g S2L ■.!. : tg (p ~T A <. . ■ j «.!.. ^ 

7 ° P 

durch F(o,jri^ so, läset sich diese sonderbare Eigenschaft der 
Function r (7 ,p) mit zwei Variabein, wo a und z> irgend zwei unge- 
rade Zahlen ohpe gÄnjerrtsc^aftlicb^n Theilet bedeuten ^ ,auc^ v kurz 

9*\g , p) + pF(p , 7) = - \ (p - ?)«. 

• 'i»t Iii • ■ J ■'■ I ' • •* ! !• \.u<< 

. s Uu.t 0 *" . üri 



i. .'■»«':■. ii.j j'.tit.c,' : .. f ? .|f'l . / (,:,,';, (t ;.»// 

Uebnn^ufg:al>en für Schiller, ' ; 

? . !:.»•►?! 'i i — . . u :, • :,. »ili » Iii 

Von dem 

Herrn Doctor J. Dienger, 

Lehter an «er höheren Bürgerschule zu Sin«neim lief ffeide4fcei#. 

.*:■!»'! i: •••>•> t A r'. '■ \ ■ '' . — _ --...:> t-< . t. .(jtiiwir, V\ ! 

Setzt man 

.l#bfs ' •rrri'- .\t\ ••.!.•> .., '. 

— oa?)(l— a6a?) (1 — <i6%).... in inf. , . . . , . 

' .\i i ; . : • > j 'M 
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so ist 



-rfD/ih-l * (c-a) (c~ a6) (<f-g 6^)....(g-«fr ^) 
+ '(0)— 1 .2....r 



* Lr. I 1 .> _L 1 1 . L JL i 

V3 1 3 l/3\« V 3 Y4-V 3 Y 1 
+ T 1^3 49 + 5 VW ~7 1*9/ + 9 MV J ' 



Man denke sich auf einer Ebene eine Senkrechte errichtet; 
um den Fusspunkt derselben als Mittelpunkt ziehe man in der 
Ebene eine Ellipse, deren Haibaxen «, 0 seien. Man nehme nuo 
eine gerade Linie und in ihr zwei feste Endpunkte, deren Ent- 
fernung c sei (d, h. konstant ist); den einen Endpunkt lasse man 
auf der Ellipse sich bewegen, während der andere immer auf der 
Senkrechten bleibt; so ist die Gleichung der durch diese Bewe- 
gung erzeugten Oberfläche: 

4 (Mz* + a*y*) [ 6« (<«— a*) x* + d» («• -ft») gl* 
=«*6*[|*«(c».-d»)*« + a«(c»-*»)jr»||l+5 



71 ' 

|-=sina:-f Jsin3tf;-|- jsin&r-f .... in inf. 
für ar>0 und <«• 



Wenn man in allen Punkten einer Parabel Tangenten zieht 
und vom Brennpunkte auf eine jede eine Senkrechte fallt, so 
trifft eine jede dieser Senkrechten die zu ihr gehörige Tangente 
in einem Punkte, der in einer geraden Linie liegt, welche die 
Parabel an ihrer Spitze berührt 



Wenn man in dem Dreieck ABC in der Seite AC einen 

Punkt D annimmt, so dass AD=z— AC, und in BC einen Punkt 

et 

BC 

E, so dass BEz=. — , ferner die Linien AE 9 BD zieht, so schnei- 
den «ich diese letztern rechtwinklich , wenn 

^4C*+ ÄC*=(2a* - 2«+ l)AB*. 



Digitized by Google' 



109 

Legt man durch einen senkrechten Zylinder mit kreisförmiger 
Basis eine Ebene schief gegen diese, so ist der Durchschnitt 
eine Ellipse. Soll nun diese Ellipse die Fläche p umschliessen, 
so hat man die genannte schiefe Ebene so zu legen: 

Mau ziehe io der Basis einen Durchmesser; an seinem einen 
Endpunkte errichte man eine Senkrechte auf die Basis , deren 

Länge = — V"/**— r 4 »*, wenn r der Halbmesser der Basis ist. 

Den Endpunkt dieser Senkrechten verbinde man mit dem andern 
Endpunkte des Durchmessers, durch den man, in der Basis, eine 
Senkrechte auf den Durchmesser zieht. Legt man nun durch 
diese letztere Senkrechte und durch die so eben gezogene Linie 
(nach dem Endpunkte der ersten Senkrechten) eine Ebene, so 
schneidet diese den Zylinder in der verlangten Ellipse. 



\ — unendlich gross, wenn f(x) eine 
u v K a — x ) 
ganze Funktion von x ist. 



&b V. nrF3=W — snsr- raro > 0 » n,, <' 2 

|-|- z -|. t 2 = 3V^3"> w ' e »^annt. 



.. . '. 



v—tn u> - in 



Ueber die Summe ^JL^axv + bx»)*. 

* 

Setzt man in 

(ax + byY = arx* + r a'~ 1 af- 1 by + a^ 2 x*-* Äy + 

filr y die Werthe x lf Xi,....x m , so ergiebt sich durch Sumrairuog: 

(ax+bxwY^niaTxT+Tär-tbxT- 1 ^ + -Aj-^-a^b^-^ 

i .... 

wenn man, wie gewöhnlich, 

*i* + *s* + •••• + Xm * = 

setzt. 

Setzt man hierin abermals ar=ar,, ^y ^m und summirt, so 
ergiebt sich 
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+ *e&***aj&± 4- .... 4^^"* Ä 

11 Nimmt man Hie Summe im ersten Gliede so, dass man den Fall 
immer jwisscbliesst, in. dfetm v = io wird, so findet sich : 

, • _ i n : i : 1 - ' } t • • ' ' 

,i s i: „ir Tfü^ 1 . .... .ü .;. .... ; 

.i Wr— 1) Wr-*!) " " ' 

+ r a^-^S x S r -^ + mb r S r — (a+byS r . 

Aus dieser Gleichung folgt für a = 4 = l: 

, . ,, .... ... ii- . : i ! -i? ■»(■;• >' ' ; »•*• ' • 

k 

+ (* 3 +*4) r + — (m-2'- l )Sr + r^Är-! + r( i^2 } ^-^-f .... 



r (r-l)^.Y^-n) 
Oer aweite Theil ht"rt auf mit J . \ > oder 

, ix A+ 3> \ - ""2 
r(r-l) w ..^--<jrj ^. , I 

/ ■ | X — Är~ ! 5r+i , jenachdem r gerade oder ungerade 

ist 

Einen ähnlichen Satz leitet man ab fär «==—6=1. 

Bekanntlich kann man & S r durch die Koeffizienten 

der Gleichung . k . 

+ a^-H <vr*- a + - ... + a m =0, , ; . „ 

wenn ihre Wurzeln x l9 .r 2 ,....,a: m sind, ausdrücken, vermittelst 
der ^rmeto:i // :'■ v ' 

^ + «1^1+2^ = 0, 

Ä 8 + 0 1 Ä a + Ö 2 Ä! +303=0, 

Ist r^w, so ist a r und überhaupt alle Koeffizienten a?, für 
die ri£»<wy gleich Null zu setzen, und es wird die letzte- der obigen 
Gleichungen: 
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Dadit Gleichung!, 

hinausläuft, so sind also ö|, .... a m bekannt, mithin auch Si,.,,.Sr, 
W d somit kauo die pfeige faoppelsumme berechnet werdeo. ; 

, 1 1 i-il ::iJ •> « i ; i ■ J 



• .-.I : .» t !-.«-♦♦ Von dem \< i «,;•;;„ , .;. 

Herrn Professor D*. O. Schlöiniltb 1 5 1 h 

an der Universität zu Jena. 



Lässt sich auf elementarem Wege die Richtigkeit der Gleichung 

1 , 1 JL , ,1 

1 l , JL . . a 1 

worin wti , m^,..., wie gewöhn lieh die BinowialkoeÜizienten bedeu- 
ten, nachweisen? t 

, Eine »der foterosa^^ Gra^e ist , «iiejemg*. 

weiche durch die Gleichung „ ; -.j jj ( j 

iaraktertsirt wird. ; . «Sie gesteht aus vier Zweigen und kann unter 
Umstanden ganz in eniem endlichen Räume enthalten seih. Die 
Fläche eines Quadranten von ihr ist 

4 (I a b)> lur a+T^ i ' ,.. : 

und, $uhV. im Gegenfalle« Man wünscht eine Disku^orv jener 
Gleichung und Begründung der angeführten Quadratur, 

'»•!' t •/ *-'* > •» >'i ' r -- j 

•*>-fi ijo|«v< / . j-; }.(' ? • . . . '•,< ;.. ■ • ! • •( „u,} 

Eln^ 'Curve sei auf rechtwinkJiche Coordinaten bezogen - *)| 
Ojff=±i, ilf/>=rv; im Punkte P sei an dieselbe eine Tangente 

i f . • • t i . t . 

• U^-.. , li C . . • . J . . ' 1 

1 f 'I« - Iii * ' '•>!'.. i IJ 7 

. *), Die ,.en Sprechende Figur wird man 
werfen können. , 

t "• .1' i. 
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ST gelegt, welche 'die Abscissenachse iu 5 schneiden möge. 
Zwischen den beiden Winkeln MOP=w und MSP=6 wird nun 
immer eine gewisse Relation statt finden , die für jede Curve eine 
besondere ist; kennt man aber umgekehrt diese Relation, so 
muss sich daraus die Gleichung der Curve bestimmen lassen; 
man soll nun eine allgemeine Methode angeben, mittelst deren 
aus der Gleihung 

*=/•(«) 

jederzeit die unbekannte Gleichung der Curve abgeleitet werden 
kann. Für f\(o)=\m findet man z. B. 

wobei r eine willkührliche Constante bezeichnet, als Gleichung 
der Curve, und die letztere ist demnach ein Kreis, wie sich vor- 
her sehen Hess. 



Miscellen. 



Steiuheil's Passagen-Prisma. 

(Aua C. L. v. Littrow't Kalender für alle Stände 1847.) 

Plössl hat dem Passagen -Prisma die hier mit den halben 
Dimensionen der Wirklichkeit ersichtliche Gestalt gegeben. (Siebe 
Taf. II. Fig. 6.) 

Das Prisma a liegt mit seinen f£anten Air mittlere Breiten 
nahezu der Weltaxe # parallel, und dessen Reflexionsfläche steht im 
Meridiane oder demjenigen Vertikalkreise, in welchem man zu be- 
obachten beabsichtigt. Das drei- bis viermal vergrüssernde Fern- 
rohr 6 bewegt sich mittelst des Bügels c in der Reflexionsebene 
des Prisma auf und ab. Zugleich ist diese Reflexionsebene paral- 
lel zur Säule d, welche wieder senkrecht auf der oberen Fläche 
des Gestelles e befestigt wird , so dass das Horizontalstellen die- 
ser Fläche e sofort auch dein Prisma die richtige Lage in einer 
Richtung ertheilt; zu diesem Behufe ist das eine der beiden Fuss- 
chen f auf der Ocularseite des Instrumentes zum Höher- und Nie- 
derschrauben eingerichtet. In der anderen, auf jene erste per- 
pendikulären Richtung wird das Instrument zuerst durch Verschie- 
ben auf den Ffisschen f rectificirt, und, wenn auf diese Art die 
gewünschte Lage bereits beiläufig hergestellt ist, werden diese 
Füsschen in das dazu bestimmte Piedestal unveränderlich einge- 
lassen oder sonst fixirt, und die nun noch nöthige Correction mit- 
telst der Schräubchen g, die einander entgegen wirken, bewerk- 
stelligt. Die Bilder sind bei der Vollkommenheit, durch welche 
sich alle Arbeiten des Herrn Plössl auszeichnen, ausserordent- 
lich rein, und ihre Berührung mit grosser Sicherheit zu beobach- 
ten. Der Preis des Instrumentchens ist der des Dipleidoskopes: 
25 fl. C. M. 
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Heber das Elektron der Alten und die 
praktische Bedeutung alterthümllclter 
Naturwissenschaft, namentlich der 
symbolischen Hieroglyphe, für die 

neuere Zeit. * 

. «.M»Hftin**.f •OWii'Mi t*ib , ***VjI**« '• »ihn Ifiii \ t>* 

Von 

Herrn Professor Dr. J. S. C. Schweigger 

an der Universität zu Halle. 

.1 ' . . • •« ■ • 

Fortsetzung von Band IX. S. 121—148. 



. i 



• III. Ueber die praktische Bedeutung des bisher 

Dargelegten. 

Wer das Mitgetheilte mit Aufmerksamkeit gelesen hat, sieht 
sogleich, dass es sich wirklich hier nicht blos handelte vom Elek- 
tron der Alten. Das Dargelegte ist vielmehr ganz geeignet mit 
Beziehung auf die Mysterien und die damit zusammenhangende 
Kunst und Poesie des Altcrthums, zu deren Musterbildern fort- 
während unsere Schulen aufblicken, neue Gesichtspunkte darzu- 
bieten, welche sehr verschieden sind von den bisher allein geltend 
gewordenen Ansichten. Denn wir sahen (Note 19), dass wenig- 
stens einige Mysterien (worüber beiden samothracischen nur eine 
Stimme im Alterthum) offenbar von naturwissenschaftlicher Be- 
dentung waren und mit symbolischen Hieroglyphen vorhistorischer 
Zeit (An in. zu II. 3. und Note 23) zusammenhingen. Diese sym- 
bolischen Hieroglyphen (analog der geometrischen Zeichen- 
sprache) bieten durch ihren streng wissenschaftlichen Charakter 
eioen Faden der Ariadne dar, welcher mit Sicherheit leitet durch 
das mysteriöse Fabellabyrinth. Dagegen, wenn man bisher bei 
allen alterthumlichen Studien allein sich verliess auf die schrift- 
lichen Ueberlieferungen , und sogar, im Sinne der grammatischen 
Exegese, wörtlich auffassen zu müssen glaubte, was rftthselhaft 
(einem Ausdrucke Strabo's gemäss) gesprochen war: so mu äs- 
ten wir im Gegentheil uns überzeugen (Note 3. 6. 12. 23 und 24), 
dass diese schriftlichen Ueberlieferungen in allen mysteriösen Din- 

Theil X. 8 
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sen (denen, wie allgemein zugegeben wird, die alterthümliche 
Kunst und Poesie sich anschloss) gar keine Erkenutnissquelle 
sind. Was von dem in den Mysterienkreis hineingezogenen Elek- 
tron und von der zur Verschleierung der Art seines Vorkommens 
ihm angereihten Fabelmasse gesagt wurde, das vermehrte blos 
die Beweise für diesen Satz, der schon früher durch eine Reihe 
von Thatsachen nachgewiesen war in meiner Denkschrift zur 
Säcularfeier der Üniversität Erlangen, welche umständlich 
handelt vom Verhältnisse naturwissenschaftlicher Myste- 
rien zur Litteratur des Alterthumes. Je durchgreifender 
aber die Bedeutung ist jener bisher zu wenig beachteten alter- 
tümlichen , von den Mysterien ausgegangenen' Beschränkung der 
Schriftsprache, desto mehr ist es auffallend« dass .bisher keine 
einzige „nser er Litteraturzeitungen, Überhaupt keine Zeitschrift, 
so gross ihre Zahl, sich eingelassen auf Prüfung der ; £ac^p. 
Daher mag es nun gut sein, einige Worte von dem fortdauern- 
des Einflüsse zu sprechen, welchen Jene Mysterien des Alter- 

tiscbe, welcher allem man gewohnt ist AiumerksamReit zu schenken; 
noch auf die neuere und neueste Zeit haben. Und dazu fordert 
mich der Charakter der vorliegenden, die höhern Lehranstalten 
und namentlich die Bedürfnisse der gelehrten philologischen Schu- 
len unsers Vaterlandes zunächst ins Auge fassenden mathematisch 
physikalischen Zeitschrift noch ganz besonders auf. 



1. Nur einen Blick darf man werfen auf die Geschichte 
der Mathematik, um sich zu überzeugen , dass Plato und seine 
Schule auch in mathematischer Beziehung einen bedeutenden Ruf 
habe , und zwar durch Lehren , wovon nichts vorkommt in den 
Platonischen Schriften , welche vielmehr zu denen gehörten, worüber 
er, nach seiner ausdrücklichen Erklärung, nie schreiben wollte, 
eben, weil sie akroamatisch (nach dem Ausdrucke der Myste- 
rieo), d. h. nur zur mündlichen Fortpflanzung bestimmt waren; 
und worauf sich also offenbar Plato 's so viel besprochene ayQu<pu 
döyuara bezogen, deren Aristoteles in seiner Physik erwähnt, 
und zwar da, wo er vom Raum redet. Eben mit solchen akrua- 
matischen Lehren hing diese ganze Physik des Aristoteles 
zusammen, von welcher er selbst sagt, dass sie eine herausgege- 
bene und zugleich nicht herausgegebene, in absichtliches Dunkel 
gehüllte, nur seinen Zuhörern verständliche Schrift sei Und da 
auch die Metaphysik des Aristoteles (der Physik sich anschlies- 
send) einen ähnlichen Charakter hat: so muss es mit Wehmuth 
erfüllen, zu sehen, wie eine neuere Philosophie die Aristotelische 
dunkle Schreihart nachahmt, zu welcher der griechische Philosoph, 
weil er lediglich für Mysterienkundige auf eine nur andeutende 
Weise schreiben wollte und durfte, genöthigt war durch den Druck 
der Zeit. — Man sieht nun schon, dass die Sache bedeutsam 
wird gerade für unsere in mehr als einer Beziehung durch einen 
zweideutigen Charakter sich auszeichnende Zeitperiode. Und daran 
reihte sich in jener Denkschrift folgende, zunächst für eine natur- 
wissenschaftliche Zeitschrift geeignete Betrachtung: „Im Alter 
thume trat jener mysteriösen Schreibart über physikalische Dinge, 
deren die ganze Pythagoreische Schule und deren auch Plato 
und Aristoteles sich bedienten, die den Mysterien verhas»te 
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Epikureische Schule entgegen mit ihrem atomisti sehen System, 
in der Absicht, die bedeutendsten in die Mysterien übergegange- 
nen Naturwahrheiten mit den alltäglichsten t)ingen zu vermengen 
and sie durch eine plumpe mechanische Auflassungsweise zu pro- 
faniren. Unverkennbar ist z. B. das Bestreben des Lucrez, den 
selbst in ägyptischen Tempeln (man lese Claudian's Idylle auf 
den Magnet) eine so bedeutende Rolle spielenden Magnet herab- 
zuziehen und seine wundervollen Wirkungen , deren Bedeutsamkeit 
er gar woht fühlte (wie seine schönen auf die Samothracischeu 
eisernen Ringe sich beziehenden Verse beweisen), anzureihen an 
die trivialsten Dinge. Ja, sein Haas gegen die Tyrannei der 
Mysterien ging so weit, dass er ihn, durch leidenschaftliche Ver- 
blendung verleitet, selbst auf die damit zusammenhängende Astro- 
nomie ubertrug, und im Gegensatze der chaldHischeh Lehren lieber 
aus atpmistisehen Feuerth eilchen täglich eine neue Sonne und 
einen neuen Mond an \erschiedenen Stellen des Himmels wollte 
zusämmenfliessen lassen. — Auf diesem, die alten Mysterien be- 
kämpfenden Standpunkte verdient Entschuldigung wenigstens die 
arge Geistlosigkeit des atomisfischen Systems. Was soll man aber 
dazu sagen, wenn neuere naturwissenschaftliche Schulen, wenn 
namentlich unsere wunderlichen Chemiker damit sogar vornehm 
thun ? M 

Dergleichen Dinge aber will man nicht gern zur Sprache kom- 
men lassen . weil daran, mit Beziehung auf neuere Chemie, noch 
ein viel schärferer Tadel der Impietät 26 ) gegen den Begründer 

■ • * ..'•'!• i 

1 ' »*• : • . i . .. • . ..»; • 

«*) Diese geh* so weit, das» man seihet dre Geschichte zu einstellen 
▼ersucht. Einem Auslander allein, wie Dumas (der übrigens als ein (geist- 
reicher Hann das atonislische System verhöhut) kann es zur Entschuldigung 
gereichen, wenn ex irregeleitet in seiner -vortrefflichen Philosophie der 
Chemie r S. 181. und 182« , in der Art sich über Richter ausdrückt: 
Richter , ein Chemiker zu Berlin, warf dadurch, dass er ausgemachte 
Facta mit zahlreichen theoretischen Irrthi'wnern vermischte, viel Dunkel auf 
die Fragen, welche Wenzel aufzuklaren begonnen hatte. Man kann das 
Hanptresultat .seiner Untersuchungen in wenig "Worte zusammenfassen: es 
ist dasselbe, zu dem 'Wenzel gelangt war." — So lange Wenzel und 
Richter lebten, ist es keinem Menschen eingefallen zu behaupten, dass 
ersterer nur eine Ahnung der Richter sehen stöchio metrischen Gesetze gehabt 
habe; am wenigsten wäre solches dem ehrlicheu und gewissenhaften Wen - 
z ei selbst eingefallen. Wa» darüber zu sageu zur Rechtfertigung Richter's, 
hat schon Hess auf eine der Wahrheit getreue Weise ausgesprochen in 
einer ganz zweckmässig (mit Beziehung auf die angeführte Philosophie der 
Chemie von Dumas) französisch geschriebenen Abhandlung: Sur les tra- 
vauz de Jercmie Benjamin Ricbter par G. H. Hess, discours pro- 
nonce ä la seance publique de l'Acadcmie des Sciences de St. Petershourg le 
30. Dec. 1,640, woraus, während es sich um Ehrenrettung eines Mannes 
wie Richter haudelte, doch nur in einer einzigen deutschen Zeitschrift, im 
Joum. f. prakt. Cbem. 1841. vol. 24. p. 420 — 438, ein Auszug mitge- 
theilt ist, der nicht einmal berücksichtigt wurde von neuerdings bei ans 
erschienenen Lehrbüchern der Geschichte der Chemie uud Stöckiometrie, 
worin die # von lies.» widerlegten Unwahrheiten wiederholt sind. Aber noch 
vieles ist zur Ehre Richter's dem beizufügen, was Hess auf eine höchst 
achtbare Weise ausgesprochen hat. Die verborgeneu und, wie schon Wol- 
laston hervorhob, mit den älteren chemischen Analyseu unvereinbaren und 
daher von niemanden auch nur gcahnelen Wahrheiten, weiche dieser bedea« 

8* 
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der Stochlontetrie", gegen den eben so gewissenhaften Experimen- 
tator als wahren Na tiirphilosophen , gegen Richter sich anschliesst, 
welcher, wahrend die Pythagoreer (wie es scheint vorhistorischer 
Ueberlieferung gemäss) blos in dunkeln Ausdrücken von der Cor* 
respondenz der Körper- und Zahlen -Welt sprachen, eine solche 
Correspondenz wirklich streng nachgewiesen ; dabei auch schon 
Reihen aufzufinden bemüht (wie man sie immer voraussetzen 
muss, wo von Naturzahlen die Rede ist) ohne bei seiner streng 
mathematischen Behandlung der Sache jenes atomistischen Systems 
zu bedürfen, welches, wie gesagt, im Alterthume zu entschuldigen, 
in neuerer Zeit aber blos eine Erfindung der Eitelkeit war (siehe 
Journ. f. Ch. u. Phvs. B. 52. S. «9. Note). J 

2. Aber noch einflussreichere Dinge auf Leben und Wissen- 
schaft boten sich dar bei Gelegenheit meiner ersten kurzen Mit- 
theilungen über Elektron im Journal für praktische Chemie. 
Buttmann nämlich in seiner auf den Bernsfein sich beziehenden 
gelehrten Abhandlupg (im zweiten Theile seines My t ho locus) 
sagt, um die Sonderbarkeit zu erklären, wie eine Metallmischung 
aus Gold und Silber im Alterthume denselben Namen erhalten 
konnte, welchen man dem Bernstein gab, ganz im Sinne des vor« 
hin besprochenen grammatisch exegetischen Princips: „Der Bern- 
stein und das ihm ahnlich glänzende Metall können, so wider- 
sinnig uns auch das klingen mag, für einerlei gegolten haben. 
Nämlich in jener Zeit einfacher Erfahrungskenntnisse 
konnten Dinge für einerlei gelten, die in gewissen, für die Sinne 
und den Gebrauch wesentlicheren Eigenschaften übereinkamen, 
während sie in andern, die dann für Nehenumstände galten, 
sehr verschieden sind." Wie weit Butt mann mit Beziehung auf 
die hier bezeichneten „Nebenumstände" geht, zeigt die dem 
vorigen Abschnitte vorliegender Abhandlung angereihte Note 21. — 
Er wundert sich selbst darüber, dass ein, was er mit Recht her- 
vorhebt, „sehr sachkundiger Mann", wie Pausanias (dessen 
ganz klare Stelle über Elektron er missdeutet), habe festhalten 
können an Annahmen, die er als „uns widersinnig klingende" 
bezeichnet. Wäre es möglich, dass ein Buttmann in einer wirk- 



lende Arcaiiist an der Berliner Porzellanfabrik (was er in andrer Beziehung 
selbst für die Akademie der Hauptstadt war, worin er lebte) ausgesprochen, 
. wurden ignorirl fast während seiner ganzen Lchcus])criode. Um so grösser 
ist die Impietät, wenn sein hohes Verdienst verkannt, oder auf eine un%*- 
rechte Weise geschmälert wird sogar nach seinem Tode. Vielmehr sollte 
seihst das, was der einsam Slehcndc wohl geahnet und begonnen, aber un- 
vollendet gelassen, gehörig gewürdigt werden. Und dazu gehört namentlich 
der Zusammenhang der Chemie mit kosmischen Beziehungen , indem Richter 
die) Reihe des Abstandes der Planeten von der Sonne als einen Ausdruck Her 
Wahlanziehnng anffasstc, eben darum ähnliche Reihcngeselze der Wahlan- 
ziehung unter irdischen Körpern aufzufindeu, nnd dadurch selbst neue For- 
schungen in gewissen Kreisen herbeizuführen bemüht. Namentlich in unsefn 
Tagen, wo jenes Reihengesetz unter den Planeten (das uns allerdings an die 
in chemischen Zahlenreihen so oft vorkommenden Multipla mit fvei erin- 
nert) uns über den Uranus hinausgeführt hat, geziemt es »ich, solches zu er- 
wähnen, was ganz in Vergessenheit gekommen, aber schon als eine- der 
geistreichsten Ideen bezeichnet wurde im Journ. d. Chem. u. Phys. 1888. 
B. 39. S. 232. Anm. .... 
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lieh mit grosser Sorgfalt und Gelehrsamkeit geschriebene d Ab- 
handlung uns solche Dinge sagen könnte, wenn nicht diese Be- 
freundung mit dem Widersinnigen einigermassen wenigstens der 
Tendenz entspräche einer gewissen Art philologischer Vorbildung ? 
Denn ganz speciell gab die gewohnliche Ansicht der Mythologie 
Veranlassung, dass man die edelsten Geister des Alterthums be- 
fangen glaubte in lauter Unsinn, und gerade diese Befangenheit 
als den Charakter bezeichnete der naiven Naturanschauung jener 
als Vorbild für alle Zeiten geltenden alteu Poesie. So z. B. ent- 
halten die so zahlreichen Stellen der Dichter von den Dioskuren 
nach der gewöhnlichen (keine Notiz von ihrem Zusammenhange 
mit symbolischen Hieroglyphen nehmenden) Auffassungsweise der- 
selben, nichts als Widersinnigkeiten, welche man dennoch lange 
genug als klassische bewundert und zur Einimpfung einer ähnlichen 
klassischen Bildung benutzt. Solches ist durch eine Reihe von 
Beispielen nachgewiesen in einem ganzen Canitel meioer Einlei- 
tung in die Mythologie auf dem Stan apunkte de r Natur- 
wissenschaft S. 286 — 326, und dergleichen Beispiele kann ich 
leicht um das Zehnfache vermehren, um darzuthun, welche Wider- 
sinnigkeiten entstehn , wenn sich die Philologie von der Naturwis- 
senschaft trennt. Selbst die vorhergebende Abhandlung über das 
Elektron der Alten vermehrt die Beweise dafür. Und doch ist 
leider diese Abtrennung der Philologie von der Naturwissenschaft 
neuerdings zur allgemeinen Sitte geworden. — Wirklich aber war 
bei der speciell in einzelnen Zeitperioden sich geltend machenden 
gelehrten Bildung die vorherrschend werdende Kälte und Abnei- 
gung gegen Naturwissenschaft stets das charakteristische Merk- 
mal obscurantischer Zeiten. Anerkannt auch giebt es -eine Auf- 
lassungsweise der Mythologie, welche mit dem Obscurantismus 
Hand in Hand geht (das Heidenthum christianisirend und das 
Christenthum ethnisirend), und welcher ebendarum eine rationa- 
listische, d. h. wissenschaftliche, an streng physikalische Hie- 
roglyphen sieb anschliessende Betrachtungsweise der Mythologie 
besonders verhasst sein rauss. 

Zeitgemäss würde es daher sein, wenn nun endlich einmal 
zunächst wenigstens die Physiker und dann auch die Philologen 
mit der alten symbolischen (d. h. streng physikalischen) Hiero- 
glyphe sich belreunden möchten, nachdem man zwanzig Jahre 
lang die Sache (welche man mit Gründen hätte bekämpfen müs- 
sen/' wenn sie gefahrlich schien für den Ruhm der neuern Zeit) 
nicht einmal zur Prüfung gelangen lassen wollte. Nur das Studium 
der phonetischen Hieroglyphe schien Aufmerksamkeit, Unter- 
stützung, Förderung zu verdienen, obwohl diese phonetische Hie« 
roglyphe, ihrer Natur nach, ungeeignet ist zur Darlegung eines 
wissenschaftlichen Satzes , dergleichen man auch darin noch nicht 
aufgefunden hat. Vielmehr liegt offenbar etwas erkünsteltes in 
einer Hieroglyphe , welcher eine Wortsprache zur Grundlage dient, 
und deren Kunst allein in schwerfalliger Bezeichnung vou Buch- 
staben besteht. Dagegen konnten wir in einer lediglich auf die 
Bedeutung des W T ortes electrum sich beziehenden Abhandlung 
selbst philologisch eine symbolische Hieroglyphe benutzen. Denn 
der auf dem gewöhnlichen Standpunkte der Philologie ganz wider- 
sinnig scheinende Satz: electrum appellatum quoniam Sol voca- 
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ins Mit eleetor (welchen Piinhis recht absichtlich hervorhebt Mi 
Beziehung auf eine Reihe namhaft geniachter und als die vorzüg- 
lichsten bezeichneten Dichter, des Alterthums), dieser Satt konnte 
in seiner naturwissenschaftlichen Bedeutsamkeit verständlich gemacht 
werden durch eine alte sinnvolle symbolische Hieroglyphe, in deren 
Geist jene Dichter sich ausdruckten (II. 6. und 3. Anm.). So 
weit aber ging in den philologischen Schulen die 'Befreundang 
mit jenem Widersinnigen, wovon Buttmann redet, und welchem 
allerdings die phonetische Hieroglyphe sich nahe genug anschliesst, 
dass man geradezu die Hingebung an das Traditionelle und die 
kindlich gläubige Nacherzählung alter sinnloser Fabeln als den 
Charakter der phantasiereichsten , erhabensten Poesie bezeichnete. 
Diese Ansicht empfahl sich durch ihre Popularität und konnte da- 
her leicht allgemeinen Beifall linden. Ja, sie fand ihn in so hohem 
Grade, dass sie wesentlich mit beitrug zur Herbeiführung der 
Wirren unserer Zeit. — Denn nur allzu willkommen ist es der 
Eitelkeit, geistreich und poetisch sich anzustellen bei dem Aus- 
sprechen von Unsinn, womit man vornehmthnend sich dem classi- 
schen Alterthum anzuschliesscn glaubt. Aus dem in vorhergehen- 
der Abhandlung über Elektron Dargelegten geht aber vielmehr 
hervor, dass die altertnfimlichen »Schriftsteller mit der Tyrannei 
der Mysterien zu kämpfen hatten, welche (wie wir solches noch 
heut zu Tage bei der Astronomie der Brahminen Indiens vor Augen 
haben) die bedeutendsten Dinge blos akroamatisch , d. h. mundlich 
den Eingeweihten mittheilten mit Ausschluss der Schriftsprache, 
damit sie ja nicht volkstümlich werden mochten *>). Schon darin 
also musste eine Quelle der Begeisterung liegen, in der Poesie 
ein Mittel zu haben, im Sinne symbolischer Hieroglyphen schrei- 
ben und die Wahrheit bei Erzählung einer Fabel durchblicken 
lassen zu können. Nicht gläubige Nachbeter alter heiliger Segen 
waren daher die vorzüglichsten Dichter des Alterthums ; sie waren 
vielmehr, gleich dem seiner ganzen Natur nach poetischen Plato, 
welchem aber selbst die Kirchenväter christliche Denkweise zu- 
schreiben, geistreiche Protestanten eegen das Heiden- 
thiim. Darüber wäre sehr viel zu sagen , hesonders um den spe- 
ciellen , höchst heachtungswerthen Grund zu erläutern , warum den 
Samothracischen naturwissenschaftlichen Mysterien sich die vor- 
züglichsten alten Dichter angeschlossen, was mich jedoch hier viel 
zu weit fuhren würde (vergl. Note 28). 
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• 3. Man sieht nun aber, das« der Kampf gegen die heidni- 
schen Mysterien (worin ein herrlicher Ruhm des Christentums 
liegt, den allein Naturforscher gehörig zu würdigen vermögen) in 
der That noch nicht beendigt ist, indem diese Mysterien noch 
jetzt eben dadurch, dass ihr Fabelwesen die nun vorherrschende 
Ansicht der altertümlichen Poesie und Kunst herbeigeführt, von 
grösserem Einflüsse sind auf die neuere Zeit als man gewöhnlich 



.**) Man denke an den entsetzlichen Ausdruck uhscur an lischer GcUte*- 
despotie, welcher selbst in dem kleinen durch Herausgabe der Physik de* 
Aristoteles veranlasst™ Brief eines Alexander ließt, wovon die Rede war 
in der Denkschrift *ut Sacularfeier der Universität Erlangen. 
8. 14. 15. 46. 
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sich vorstellt. Eine andere und bessere Ansicht der Kunst und 
Poesie des Alterthums kann wirklich nur durch die symbolische, 
d. h. naturwissenschaftliche Hieroglyphe der eben genannten 8a- 
motbracischen Mysterien (s. flfote 14 and 28) gewonnen werden. 
Und darin liegt ein bedeutender Aufruf, auf Mittel zudenken, die 
Philologen und Theologen wieder in ähnliches Interesse H9r 
Naturwissenschaft zu ziehn, wie es allgemein verbreitet war in 
der Periode freier Studien, welche in der letzten Hälfte des vor- 
hergehenden und noch zu Anfang des gegenwärtigen Jahrhunderts 
bestand, wovon vorhin in der aui Gesn er sich beziehenden Note 9. 
die Rede gewesen. Denn diese allgemeine Hinrichtung der Auf- 
merksamkeit auf die fortdauernden Offenbarungen Gottes in der 
Natur drängte zurück die fär Geist, Herz und Gemüth gleich ver- 
derblichen theologischen Streithändel und trug eben dadurch wesent- 
lich bei zur Anregung wahrhaft poetischer Begeisterung und Her- 
vdrrufung des schönsten Zeitalters unserer deutschen Litteratur. 

Anmerkuna. Um hieran nebenbei einige ganz praktische, 
unmittelbar im Leben eingreifende Bemerkungen (wozu mich der 
Geist vorliegender Zeitschrift besonders aufruft) anzureihen, 
schliesse ich mich einer Stelle an, womit mein vormaliaer, nun 
nach Dorput abgegangener achtungswerther (College, lierr Pro- 
fessor Kämtz, die karte Geschichte der Physik schliesst, 
welche er als Anhang beifugte seinem im Jahr erschienenen 
Lehrbuche tler Physik. Es heisst daselbst: „Engtand machte 
den Anfang mit Belehruny der gewer b treiben den Klassen-, 
erst später folgten andere Länder. Es entstand ein edler Wett- 
eifert sogenannte Gew erb schulen zu stiften, deren Früchte 
sich jetzt schon vielfach zu erkennen geben. Währentl jedoch 
die Kenntnisse des Volks auf diese Art erweitert werden, zeigt 
sich auf vielen % deutschen Universitäten gerade das Gegentheil. 
Denn früher gehört* es zur allgemeinen Bildung, tlass ein jeder 
Studirende an den Vorlesungen Uber einige theile der Natur- 
wissenschaft Theil nahm; jetzt bekümmern sich die Theologen 
und Juristen darum fast gar nicht, und die Mediciner nur zur 
höchsten Nothdurft. Wohin das führe, mag die Zukunft' leh- 
ren." — Diese höchst rälhselhafte , hier zur Sprache gebrachte, 
für unsere Zeit ganz charakteristische Erscheinung hat besonders 
ihren Grund in der Anticination des naturwissenschaftlichen 
Unterrichts in den beiden höliern Klassen gelehrter Schulen. 
Und diess verdient hervorgehoben zu werden in einer mit Rück- 
sicht auf diese höheren Unterrichtsanstalten herausgegebenen 
mathemalischen und naturwissenschaftlichen Zeitschrift. Denn 
obwohl bei der Prüfung von Candidaten für das mathematische 
Lehrfach an Gymnasien speciel/e, über den mechanischen Theil 
hinausgehende Kenntnisse der Naturwissenschaft darum nicht 
verlangt werden , weil älteren, sehr zweckmässigen Bestimmungen 
gemäss, der gelehrte Schulunterricht, soweit er auf Physik sich 
bezieht, stets einen mathematischen Charakter haben soll: so 
hat man doch besonders in den letzten zwölf Jahren, gleichsam 
um mit den Realschulen zu wetteifern, sich in den höhern Klas- 
sen der Gymnasien das Ziel gesetzt , den ganzen Kreis der Phy- 
sik umfassen zu wollen durch' Mittheilung der sogenannten Haupt 
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rrsuitale' 2 *). Daher kommen die jungen StudWenden auf die 
Universität gewöhnlich mit dem Zeugnisse, „bekannt tu sein 
mit den Hauptlehren der Physik«, nehmen diesen Aus- 
druck in jugendlicher Eitelkeit viel emster als er gemeint ist, 
und glauben die Naturwissensehaft, gleich der Philologie, der 
Hauptsache nach, schon abgemacht zu haben auf Schulen, Er- 
füllt ton dieser traurigen Eitelkeit wenden sie ihre Blicke ab von 
der fortdauernden Offenbarung Gottes in der Natur, was 
doppelt zu beklagen in einer Zeit theologischer , durch dergleichen 
Eitelkeit zum Theil herbeigeführter . Wirren. Diese fortdauern- 
den Offenbarungen Gottes in der Natur geben namentlich der 
Lehre von Licht und Wärme, Ele ktricität und Magne- 
sismus einen eigentümlichen, im eileisten Sinne geheimnusvol- 
len Charakter. Durum wollen diese im raschen Fortschritte sich 
beständig weiter entwickelnden Lehren im strengen Zusammen- 
hange (nicht aphoristisch, wie es allein auf Schulen möglich), 
sondern mit der Tendenz vorgetragen sein, den Forschungs- 
geist zu wecken, wodurch gerade diese Abschnitte der Physik 
so wichtig werden für den jungen Mediciner. Bios einige Sätze 
daraus, sogenannte Hauptresultate, schulinässia eingelernt tu 
haben macht eitel und hemmt den Forschungsaeist. — Bei Real- 
oder Gewerbschulen, an denen Mathematik denselben Rang be- 
haupten soll, wie die Latinität auf gelehrten Schulen, ist man 
schon darum vorzugsweise auf mathematische Physik hingewiesen. 
Ausserdem kommt noch dazu das tecfmische Element, worin eine 
höchst wichtige Quelle der schönsten neuen Entdeckungen liegt, 
während eben darum dieses technische Element beständig den 
Forschuntjsgeist weckt. Durum müssen, wenn die Naturwissen- 
schaft glücklich fortschreiten soll, Techniker und Theoretiker 
sich gegenseitig die Hand bieten. Im höchsten Grad einflussreich 
sind aus diesem Grunde die sogenannten Institution s , d. h. 
naturwissenschaftliche Bürgergesellschaften, welche den 
geistigen Mittelpun kt der Gewerbthätig keit Englands 
bilden. Der Royal Institution verdanken wir, abgesehn von 
ihrem technischen Ein/iuss, auch einen Davy, einen Faraday, 
welche sonst wahrscheinlich nur beschränktere Kreise der Wirk- 
samkeit würden gefunden haben. Was auf diesem Wege zu lei- 
sten sei, hat der den Senkenbergischen Stiftungen sich anschlies- 
sende, von den Aerzten in Frankfurt a. begründete phy- 
sikalische Verein gezeigt, welcher unser m erfindungsreichen 
und mannigfach auf das 'technische Leben ein flussr eichen Pro 
fessor Dr. Böttger einen schönen Wirkungskreis eröffnete. 
Möchten die Lehrer an Gymnasien und Realschulen , in Verbin 
dung mit den Aerzten und Pharmaceuten der Stadt, ähnliche 
Gesellschaften recht zahlreich begründen helfen. Denn für 
Erwachsene, die mit gereiftem Geist und mit technischen Zwecken 
im Auge kommen, sind naturwissenschaftliche, zur Erweckung 

• • . ' « , • • H • * ' » * \ » * * % 

ar ) Dagegen habe ich, selbst angestellt als Professor der Mathematik 
und Physik am Gymnasium in Bayreuth, im Jahr 1808 ein Programm ge- 
schrieben, worin dasselbe, was ich hier sage, noch ans andern Gesichts- 
punkten entwickelt und dargelegt wurde, während es sich uar alttusekr 
bewährt hat in neuerer Zeit. 
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bestimmte Vor trüge vorzugsweise geeignet. 
, unkt, der allgemein in England anerkannt 
sich herrlich bewahrt. Wir in Deutschland haben, ausser der 
auf Belebung und Erweiterung der Technik sich beziehenden 
Veranlassung , noch eine besondere ärztliche zur Begründung 
solcher naturwissenschaftlicher Burgergesellschaften, um nicht 
auch in der Homöopathie (welche naturwissenschaftlich aufgefasst 
zu einem Studium des polaren Gegensattes der Krankheiten hin<> 
führen müsste) dem aller Naturwissenschaft feindlichen, herrschend 
gewordenen falsche» Mysticismus sogleich gewonnenes Spiel zu 
geben. Ein grosser Au/ruf für verständige Aerzte und Pharma- 
ceuten, sowie für Lehrer an Gymnasien und Realschulen t dem 
von Freunden der Naturwissenschaft, in Frankfurt a. M. gege- 
benen rühmlichen Beispiele nachzufolgen. 

4. Noch eine auf die praktische Bedeutung der in vorliegen- 
der Abhandlung zur Sprache gebrachten Gegenstände sich beziehende 
Bemerkung will ich anreihen. Die Technik ist stets Hand in 
Hand gegangen mit schöner Kunst, und eben dadurch erst geho- 
ben worden. Entschieden aber haben die Mysterien des Alter- 
thums einen grossen Einfluss gehabt auf schöne Kunst, welche 
ihren Haltpunkt fand an der in symbolischer Hieroglyphe verbor- 
genen Wahrheit. Und da es sich bei diesen symbolischen Hiero- 
glyphen von einer naturwissenschaftlichen Zeichensprache handelt» 
welche (was darzuthun die Haupttendenz ist meiner Einleitung in 
die Mythologie) wir noch jetzt nicht entbehren können, weil sie 
durch "Naturnotwendigkeit gegeben, wer wollte dieser streng 
wissenschaftlichen Hieroglypbensprache die Fähigkeit absprechen, 
eich zeitgemäss noch weiter zu entwickeln und auszubilden? Man 
sieht also, dass dieselbe auch noch in neuerer Zeit einflussreich 
werden kann auf zeichnende und bildende Kunst. Die gewöhn- 
liche Behandlung der Mythologie hat der neueren Kunst mehr ge- 
schadet als genützt, indem sie keine festen naturgemässen Anhalt- 
punkte darbot, deren die so leicht sich verirrende dichterische 
Phantasie vorzugsweise bedarf. Doppelt wichtig rouss es uns also 
scheinen, das grössere gebildete Publicum mit denjenigen 
Theilen der Naturwissenschaft zu befreunden, durch welche wir 
zu einer physikalischen Zeichensprache darum hingeführt 
werden, weil wir derselben zur Verständigung schlechterdings be- 
dürfen. Denn diese unentbehrliche Zeichensprache ist es eben, 
welche mit der altertümlichen symbolischen Hieroglyphe zusam- 
menstimmt. Wenn nun also in den Oberldassen auf gelehrten 
philologischen Schulen schlechterdings Physik im ganzen Umfange 
nebenbei vorgetragen und sogar zum Gegenstande der Einlernerei 
(des Examinationswesens) gemacht werden soll: so kann jeqe 
symbolische Hieroglyphe wesentlich dazu mitwirken, den gewöhn- 
lich isolirt stehenden Lehrer der Mathematik und Physik auf Gym- 
nasien mit den Philologen zu befreunden und nach und nach den 
herrschend gewordenen Sinn zu verdrängen, vorzugsweise nur in 
grammatischer und historischer 28 ) Beziehung die Schriften des 



«•) Aber von welthistorischer Bedeutung sind die so einflußreichen, 
jedoch die Schriftsprache abschliessenden Mysterien. Und zu diesen Mys te- 
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Alterthums lesen zu wolle*. Itt mehr als einer Hinsicht mu*« es 
wis also wichtig scheinen, zunächst wenigstens die Physiker 
ins Interesse zu ziehn fül syni bolische Uieroglynhik. 
(Jod schon in der vorhergehenden Abhandlung, wozu hier Nach- 
träge zu liefern sind , haue ich den Weg angegeben, wie solches 
gelingen könne, und werde diesen nun weiter verfolgen. 

IV. Heber ©in verwickeltes, nur durch die eben be- 
zeichnete symbolische Bildersprache mit Klarheit auf- 
anfassendes elektromagnetisches Phänomen.) 

In der älteren Abhandlung, woran diese neuere sich anschliesst, 
machte ich (im Journ. für prakt. Chemie. B 34. S. 416.) auf 
ein Phänomen aufmerksam, wodurch es vielleicht nun gelingen 
könnte, endlich einmal (nach zwanzig Jahren) die Aufmerksam- 
keit, welche einseitig blos der phonetischen Hieroglyphe 
zugewandt, auch hinzulenken auf die dem Inhalte nach viel interes- 
santere symbolische Hieroglyphe. Es handelt sich von 
einem seit dem ersten Decennio dieses Jahrhunderts wahrgenom- 
menen Phänomen, welches dennoch fortwährend verkannt und 
gemissdeufet wird, weil man die symbolische Hieroglyphe,, d. h. 
die physikalische ^ei chensprache verschmäht, wodurch es 
allein ("wie schon im Jahr buche der Chemie und Physik von 
1826 gezeigf wurde) in seiner hohen Gesetzmässigkeit und wunder- 
vollen Schönheit aufzufassen ist. Mit so grösserem Dank habe 
ich es anzuerkennen, dass eiuer der vorzüglichsten Mitarbeiter an 
dem nup vollendeten grossen physikalischen Wörterbuche *•) , der 

| ; . | • i 1 '!''.'•€••- 

I / i» '»** 1 ' ' .... «I. , 

rien gehörten die auch bei Griechen und Römern einheimischen Menschen- 
opfer, \\ lv Lactantius (de falsa religione lib« I. cap. 31.) solchen gera- 
dezu ausspricht, wodurch man sogleich versteht, warum so sparsam einzelne 
diese Menschenopfer betreffende Notizen nach und nach erst durchgedrungen 
sind. ' Es ist sehr daukenswerih , dass -v. Lasaulx (welcher in der Welt- 
geschichte die gesta dei per homines sieht und in so fern das rTei3en- 
thiim mit Beziehung auf das Christenfhum gleiclfsam typologisch anffasaO 
mit grosser Gelehrsamkeit diese zerstreuten Notizen gesammelt in seiner Ab- 
handlung über die Sühnopfer der Griechen und Römer und ihr 
Verhältnis« zu dem Einen auf Golgotha. Würzhurg 1841. Leicht 
hätte er, da er auch von Aegypten sprach, wo der Sage nach Herkules 
die Menschenopfer abstellte, aufmerksam werden können, das* nicht Hers 
kulcs, sondern die Mysterien des Herakles (um einen Ausdruck ; des- 
is yd us zu gebrauchen) gemeint seien. Eheu so ist von den Orphiachen 
Mysterien zu verstehen, was in ähnlicher Beziehung dem Orpheus 
nachgerühmt wird. Dasselbe lässt sich von den samothracischen (auf Herku- 
les und die Dioskuren sich beziehenden) naturwissenschaftlichen Mysterien 
nachweisen, seihst hinsichtlich anf Rom, wo der Vesialische Cnllus mit 
ihnen zusammenhing. Grnnd genng, um Dichter /u veranlassen , sieh diesen 
edleren Mysterien anzuschliessen. Wir erblicken hei diesen samolhraciscfcen 
Mysterien schon in der allerältesten Zeit die Naturwissenschaft im 
Kampfe mit dem Obscuran tismus, welcher auch in neuerer Zeit 
(man denke an die Autodafes und an die ]lcxenp,rozesse) Menschenopfer tje- 
uug herheigeführt. — Vcrgl. Note 26. und 14. 

*•) Dic»cs physikalische "Wörterbuch hlich nämlich ganz streng bis 
zum Schlüsse des Werkes dem B. 34. S. 413. des Journals für prak- 
titeht Chemie erwähnten Princip getreu , nichts aufkommen zn lasten, 
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ehrwürdige Pfaff (Bu 78.) wenigstens die Abbildungen mit- 

theilte, welche ich 1 unter Beschreibung der elektromagnetischen 
Bezeichnungen von diesem Phänomen im Jahrb. d. ( h. und Ph. 
18^26. B. 3. (d. g. R. B. 48) Taf.' I. Fig. 13—15. und 1828. B. 3. 
(d. g. R. B. 54.) Taf. 1. Fig. 4. gegeben hatte. Besonders die in 
letzterer Zeichnung' zuerst gesetzmässig dargestellten vier Wirbel- 
drehungen scheinen auf jenen scharfsinnigen und gründlichen 
Physiker, welcher schon frfiher aus diesen Erscheinungen ein be- 
sonderes Studium gemacht, am günstigsten gewirkt zu haben, um 
ihn geneigt zu machen, zu meiner Ansicht tiberzutreten. Und 
gewiss, er würde die unklare Idee von ,,gal vanisch-elektri- 
sehen Strömungen als Ursache merkwürdiger Bewegun- 
gen im Quecksilber und verschiedenen Flüssigkeiten" 
gänzlich aufgegeben haben, wenn ihm schon die vier gesetzmäs- 
sig sich drehenden Quecksilbermagnete bekannt gewesen 
wären, worüber erst in demselben Jahr, in welchem jener achte 
Band des physikalischen Wörterbuches erschienen, eine Verstän- 
digung möglich gemacht wurde durch die auf Taf. 2. Fig. 8. meiner 



> 

was »ich auf Urgeschichte der Physik beziehr. Darom wurde auch 
keine Notiz genommen von einer obwohl zur Verständigung (wenn nicht 
Unklarheit der Darstellung auch in der Physik, wie in einigen anderen 
Disciplinen, zum Princip erhoben werden soll) absolut unentbehrlichen phy- 
sikalischen Zeichensprache, welcher man jedoch abhold zu sein 
schien, weil sie an die alte symbolische Hieroglyphe erinnerte. Und das- 
selbe Princip stillschweigender Beseitigung wurde ausgedehnt auf alles NAnr- 
wissenachaftliche , was milgcliieilt ist in meiner, eben jener symbolischen 
Hieroglyphik »ich anschließenden Einleitung in die Mythologie auf 
d. Standp. der, IV * t u r w. J — Dennoch mushte dasselbe physikalische 
Wörterbuch der n s t r o n o m i s ch c n Zeichensprache einen hesonderu Ar- 
tikel widmen, obwohl t>ie mit einer mythologischen Bilderwelt zusammen- 
hangt. Welcher Ornud war nun vorhanden, die physikalische Zei- 
chensprache blo* darum zu proscribireu , d. h. jeder Erwähnung uuwerth 
zu tkalten, weil sie gleichfalls an Mythologie erinnert, da sie doch unab- 
hängig vou derselben hervorf^ht aus der Natur der Sachet Nebenbei sei 
mix hier noch folgende Bemerkung erlaubt. Jenes Prinzip, des Ignoriren« 
wurdet auch übergetragen aaf meine Abhandlung über die Natur der (mit 
magnetischem Pokirli.l.ie leuchtenden) £tnne„ welche b|o» Thalflachen 
zusammenstellte, deren. Boden tsa tu keil im hohen Grade vermehrt wird darch 
die neuesten Fortschritt- der Physik; — und dasselbe Schicksal traf die da- 
mit zusammenhängende altere Abhandlung über W el l in agnetismus. Neu- 
erdings haben aber einem damals (im Jahre 1814) unbeachtet gebliebenen, 
eben in dieser Abhandlung autgc.Hproi henen Satze ^iiber die Natur des Sa- 
turnu«ringes" die S t e r n seh n u p pe n sch w ä r m c, wie es seheiut, allge- 
meine Anerkennung verschafft. Es wurde nämlich dieser Saturnusring als 
ein keineswegs» i so* in stehender Asteroiden oder Meteormassenring 
nufgefasst. Zcitgcmäss also möchte nnn die Prüfung der nm*läudlick im 
Jahrb. d. Clt. u. Phys. 1814. B. 10. S. 24. 28. 71. 82. und B. 12. S. 418. 
419. dargelegten Oriinde sein, welche schon -«or 32 .Uhren auf diese Ansicht 
des Satimmsringes hiolciteten. An Chladni's Schrift «her Feuermeteore 
S. 398 —402. seh los* der specielle Weg der Prüfung sich. an, welcher be. 
zeichnet ist in der Abhandlung über Urgeschichte der Physik (B. 37. 
S. 325. desselben Jnum.). Und da die magnetischen Yariationsheohachlun- 
gen so grosse Ausdehnung rings um de« Erdkreis gewonnen haben : so wür- 
den wohl die damals gewünschten regelmässigen Sonnenbeobachtungen in 
angemessener Ausdehnung sich nebenbei nun anreihen lassen. 
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Ein 1. in d. Mythol. mitgetbeilte , eür klaren Auffassung der er 
« e tz m äs 8 i gen Drehungen dieser vier Quecksilbermagnete schlech- 
terdings unentbehrliche symbolische Hieroglyphe. Da diese vier- 
fachen Wirbeldrehungen (wie ich schon im Jahr 1826 hervorhob) 
als das Grundphanomen bei jenen so mannigfachen und verwickel- 
ten Erscheinungen, von welchen es sich hier handelt, zu betrach- 
ten sind, und Stohrer's aus drei magnetisc en Magazinen zu- 
sammengesetzter elektromagnetischer Apparat in so hohem Grade 
geeignet ist, auf die bequemste Weise diese vierfachen Wirbel 
in schönster Ausbildung darzustellen: so will ich die eben erwähnte 
Zeichnung dieses Grundphänoincns darum hieber setzen, weil es 
sehr wenige noch zu kennen scheinen, indem nicht in einem ein- 
zigen Lehrbuche der Physik davon die Rede ist, oder die Abbil- 
dung gegeben wird. 

I 
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An diese Abbildung *) reiht sich nun folgende experimentelle 
Bemerkung. Denn darauf kommt es zunächst an, dass das Phä- 
nomen von experimenteller Seite gehurig bekannt werde. 

1. Ich setze voraus, dass man vollkommen gereinigtes Queck- 
silber anwende, welches zuvor noch eine Zeit lang unter verdünn- 
ter Salpetersäure gestanden. Wird nun dieses von der Salpeter- 
säure (wie gewöhnlich vermittelst eines Trichters) getrennte Queck- 
silber mit gemeinem kohlensauren Kali Ibergossen, und werden 
in diese Kalilösung die Platinpolardrähte getaucht, ohne das 
Quecksilber vorher berührt zu haben, so werden gewöhnlich (bei 
dem Gebrauche der langen Drahtleitung in Stohrer's magneto- 
elektrischem Apparate) sogleich die vier Wirbel sich darstellen, 
welche man am besten sichtbar macht, indem man von einem 



30 ) Die Abbildung; erklärt sich leicht von seihst. Die panktirte Linie 
bezeichnet die Gränze der in ganz dünner Lnge aufgegossenen kohlensauren 
Kalilösung, worein die Platin drähte P und Q tauchen ohne das Queck- 
silber zu herühren , welche» bei der Eintauchung die Gestalt ornprqno an- 
nimmt. Elektromagnetischen Gesetzen gemäss ist nämlich NN die nord- 
magnetische, SS die südmagnetische Quecksühcr - O b e r f l ä che . 
während an der unteren Fläche der entgegengesetzte Magnetismus 
auftritt. Daraus enlstehn, indem sich das Quecksilber in eine — ~E Zone 
omiw und eine -j- E Zone mprqnm, theilt, vier »ich gesetzmässig dre- 
hende Quecksilbermagnete. Die angedeutete Oxy danhäuf uns um pgr 1*4. 
ebenso wie die Zonengrenze m/l, theib» veränderlich, theils mehr oder we- 
niger in die Augen fallend; so wie auch die Wirbel in der kohlensauren 
rvaliioNiiug au der — E Zone, nach Umständen zur Seite sich halten, oder 
in die Zone hinein rücken. 
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Stückchen Seh wel ei (oder Kohle, oder von beiden zugleich) kleine 
Sta ubtheilch en darauf abschabt Wendet man Stö bre r ' s grossen« 
Maschine an (mit drei Magneten, von denen jeder aus sechs La- 
mellen zusammengesetzt): so kann es nötbig werden, dass map 
wenigstens zwei Magnete mit dem Anker schliefen, aueh die 
Raschheit der Bewegung massigen mw, um die vier Wirbel- 
drehungen, wie sie hier gezeichnet» recht ausgebildet und schön 
darzustellen, r-r Man sieht daraus, dass Stuhr er 's maguetoelek- 
trischer Apparat viel kräftiger wirkt als die Voltaische Säule, wo- 
mit Pia ff arbeitete im Jahr 1826, weil dieser (nach d. Jah*b. <t 
Ch. u. Ph. IL 48. S. 202. und 227.) unter den eben angezeigten 
Bedingungen, nach seinem Ausdrucke, „in der Flüssigkeit keine 
Spur von Strömung bemerken" konnte. Da ich in demselben 
Jahre, wo Pia IT seine Versuche publicirte, mit einer viel stärkern 
Voltaischen Säule diese Versuche angestellt, so erinnerte ich 
schon damals (a. a. O. S. 331): „nicht selten sieht man,, wenn 
man Quecksilber zwischen Flüssigkeiten elektrisirt ( welches sich 
dabei in zwei Zonen theilt), an beiden Zonen entgegengesetzte 
elektromagnetische Drehungen auftreten, woraus eben die entge- 
gengesetzten Strüme4iervorgehn, wovon H ersehet redet. Dieser 
Fall des Gleichgewichts aber ist, wie leicht begreiflich, seltener 
als der, wo die eine Art der Drehung die andere überwiegt , ja 
ganz in sieb verschlingt und unwahrnehmbar macht, wenn nämlich 
entweder die positive oder die negative Zone des Quecksilbers 
vorherrschend geworden ist durch die Natur der leitenden Flüssig- 
keiten, oder durch andere (nun sogleich darzulegende^ Ümstänoe 
begünstigt". — Ebenso bemerkte ich .auch schon in eint tu Nach- 
schreiben zu Nobili's Abhandlung über dieses merkwürdige, auch 
von diesem ausgezeichneten Physiker gänzlich verkannte" Phäno- 
men (Jahrb. d. Ch. u. Ph. B. 54. S. 66.), dass, um die vier 
Wirbel zu sehen, alles von der Natur uud der Stärke .des elektro- 
magnetischen Apparates abhänge, dass ich sie bei Anwendung 
des schwefelsauren Natrons oder schwefelsauren Kalis u. s. w., 
aber besonders \ schon und lang 1 ausdauernd bei einer Lösung von 




kohlensauren K*li gesehn habe. Zugleich gab ichj dann 
vorstehende Abbildung dieser vierfachen Wirbeldrehungen. 
Um so erfreulicher war es für mich, dass Stohrer's magneto- 
elektrische Maschine so vorzugsweise geeignet ist, gerade das 
schönste elektromagnetische Phänomen auf die leichteste Und be- 
quemste Art darzustellen, eben weil man dabei so ganz in seiner 
Gewalt den elektrischen Strom hat, auf dessen angemessene 
Kraft es ankommt, wenn die positive und negative Zone des 
Quecksilbers sich das Gleichgewicht halten soll. Hat dieses alle 
elektromagnetische Drehungen in sich vereinende Phänomen sich 
nur endlich Eingang in unsere Lehrbücher der Physik verschafft: 
80 wird auch die zur Erläuterung desselben unentbehr- 
liche elektromagnetische Zeichensprache unmöglich län- 
ger verschmäht werden können, sondern unwillkürlich sich an- 



2. Wir haben bisher vorausgesetzt, das reinste mit einer 
dünnen Schicht kohlensauren Kalis bedeckte Quecksilber sei bei 
dem Durchgänge des elektrischen Stromes weder vom positiven 
noch vom negativen Piatinadrahte berührt worden. Wird aber der 
negative Piatinadraht in dasselbe eingetaucht, so ist eben dadurch 
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die ganze Masse des Quecksilbers negativ elektrisirt, - uild m wei- 
den also die für die negative Zone onmo tu unserer Figur gezeich- 
neten Wirbeldrehungen nun sieb über die ganze Quecksilberflächt' 
verbreiten. Zieht man nach einiger Zeit den Piatinadraht aas dem 
Quecksilber zurück? so werden dieselben negativen Drehungen 
wenigstens noch eine Zeit lang, ja zuweilen bis zur Ermüdung 
lang sie!» über die ganze Fläche des Quecksilbers ausdehnen. 
Die negative Ladung dauert also fort. Und diess war das einzige 
Phänomen, welches Pfaff bei der Voltaischen Säule, die er an- 
wandte, wahrnehmen konnte, abgesehn von den Modifikationen, 
welche durch Anwendung anderer Flüssigkeiten, als des kohlen- 
sauren Kali, herbeigeführt werden. An jene negative Ladung 
aber lässt, wie nachgewiesen wurde (im Journ. für prakt. Chemie 
B. 34. S. 415. ff.), eine interessante Umdrehung der Wirbel- 
bewegungen sich anreihen, wodurch die Bedeutsamkeit Her 
elektrischen Ladung, auf welche zuerst Ritter die Aufmerksam- 
keit hingelenkt, in leichtester und schönster Weise dargethan 
werden kann. Man möchte sich wundern, duss dieses schöne 
Ladungsphänomen nicht längst beobachtet wurde. Aber selbst 
die leibhaften Zuckungen des Queksilbers, ^velche General von 
Hellwig bald nach Construction der Säule Volta's beobachtet 
(wie sie umständlich im Jahrb. d. ( h. u. Phys. 1826. ß. 4& 
S. 341. beschrieben und nun leicht ableitungsfahig sind aus den 
Drehungen der vorhin in Note 30. erwähnten Quecksilbermagnete) 
diese lebhaften Bewegungen der ganzen Quecksilbermasse muss- 
ten nicht selten den gehörigen Grad der Ladung der Quecksilber- 
oberfläche unmöglich machen. Bei Stö hrer's Maschine ist es leicht, 
durch Anlegung der Anker an die Magnete, oder langsamere Dre- 
hung, die Heftigkeit der Quecksilberbewegungen zu vermindern. 
Dennoch würde sich dieses überraschende Ladungsphänomen schon 
längst auch bei dem Gebrauche der gewöhnlichen Voltaiseheu 
Säule dargestellt 31 ) haben, wenn man sich dazu eingerichtet 
hätte, sogleich nach Aufhebung der primitiven Kette die secun- 
däre schliessen zu können. Zu diesem Zweck ist es blos nöthig 
Quecksilber gefässe einzuschieben, wozu am besten etwas grös- 
sere Korkstöpsel geeignet, in denen man mit Quecksilber gefällte 



31 ) Wirklich, ist die Ladungskette als im fortdauernden Kampfe mii 
der primitiven Kette anzusehen (was, wühl erwogen, allein schon den wun- 
derlichen Streit der Coutact -Theorie mit der chemischen Theorie nel dei 
Yoltaischeu Säule hätte beseitigen müssen, wovon umständlicher die Red» 
war in meiner Einl. in d. Mythol. S. 27 7 — 279.); und als Ausdruck 
dieses Kampfes, hei dem sogar momentan die seenndäre Kette siegen kann 
ist wahrscheinlich ein hei jenen elektromagnetischen Drehungen sich, dar- 
stellendes Phänomen zu betrachten, welche* im Jakrb. d. OK. P. PI». 1828 
B. 3. oder d. g. R. B. 64. S. 68. Note mit folgenden Worten von mi 
bezeichnet wurde: „Man sieht zuweilen unter gewissen Bedingungen ^heaou 
ders sah ich dicss sehr achön bei dem Gebrauche des schwefelsaureu Kali 
in gesetzmässigen kürzeren oder läugeren Perioden die ganze Quecksilber 
masse sich umwälzen, nachdem die positive Zone ganz vorgeruckt ist un< 
die negative verdrängt hat, während nach der Umwälzung diese negativ 
Zone wieder zum Vorschein kommt. Solche Erscheinungen cabeu wob. 
Veranlassung, dass Hersehel und Nebiii Alles blos von Bewegung de 
Quecksilbers ableiten wollten, wodurch das Wasser lediglich mit forige 
rissen werde.** • J' 1 vi n, i {. • , 
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Vertiefungen anbringt, weil der Kork bequem zugleich zur Hal- 
tung der eingesteckten Leitungsdrähte dienen kann. Jedoch diese 
spezielle Einrichtung , um nach Unterbrechung des elektrischen 
Stromes sogleich die secundäre Kette seh Messen zu können (wo- 
zu auch blos der Gebrauch von Drahtschnuren, statt der gewöhn- 
lichen Schliessungsdrähte, hätte hfllfreich werden können), diese 
specielle Einrichtung hatte man versäumt. Wirklich konnte ich 
aber mit Stöhrer's magnetoelektrischer Maschine den nöthigen 
Grad der negativen Ladung der Quecksilberoberflache schneller 
hervorbringen, als mit drei (nach einigem Gebrauche zu anderen 
Zwecken immer noch sehr lebhafte Funken und lebhafte Wasser- 
zersetzuns bewirkenden) Kohlenoylindem von Bungen. Denn län- 
ger als ich erwartet hatte, musste ich mit dieser kleinen Kohlen- 
batterie das Quecksilber negativ elektrisiren , bevor das beschriebene 
schöne Ladungsphänomen, welches durch umgekehrte Wirbei- 
drehung sich darstellt, auf eine deutliche und* lebhafte Weise 
hervortrat. Allerdings auch mit Stuhr er' s magnetoelektrischer 
Maschine wird man diese umgekehrten Wirbeldrehungen flicht 
sogleich sehn, wenn man zuvor das Quecksilber positiv elektrisirt 
hat und dann nach Zurückziehung des positiven Drahtes den nega- 
tiven nur kurze Zeit einwirken Hess. Denn offenbar eine gewisse 
Stärke der negativen Ladung (wobei, wie schon früher erwähnt, 
auch der Kaliumgehalt des im kohlensauren Kali negativ elektri- 
sirten Quecksilbers in Betracht kommen kann) ist noth wendig zum 
ersten Auftreten der Erscheinung, die aber, wenn sie einmal ein- 
getreten, sich leicht wiederholt, so dass alsdann, wie gleichfalls 
schon von mir hervorgehoben wurde, die entgegengesetzten Wir- 
beldrehungen der Ladungskette zwei bis drei Minuten lang fort- 
dauern können, wenn das Quecksilber auch nur etwa zehn becun- 
den lang elektrisirt wurde. , 

3. Mit solchem negativ geladenen Quecksilber wird man aber 
nicht sogleich die vier Wirbeldrehungen hervorbringen können. 
Erst wenn man dieses negativ geladene Quecksilber eine Zeit lang 
zwischen gemeiner kohlensaurer Kalilauge elektrisirt hat, wird 
dem negativen Platindrahte gegenüber die positive Zone mit den 
ihr entsprechenden Wirbeln wieder zum Vorschein kommen (früher 
oder später in Abhängigkeit von der Stärke des elektrischen 
Stroms); während dann diese Wirbel sich immer weiter und wei- 
ter ausdehnen. Um schneller zum Ziele zu gelangen, vermindert 
man die zu starke negative Ladung des Quecksilbers durch posi- 
tive Ladung von so kurzer (nur auf wenige Secunden beschränk- 
ter) Dauer, dass noch keine Oxydation des Quecksilbers eintritt. 
Man wird sich dabei leicht überzeugen, dass es auf eine Art von 
Abstimmung ankommt, damit weder die Ausdehnung der positiven 
Zone, noch die der negativen zu gross sei, sondern beide sich 
mehr oder weniger das Gleichgewicht halten, wie z. ß. vor- 
stehende Zeichnung es zeigt, welche, wie gesagt, auf die Auflo- 
sung des geraeinen kohlensauren Kali sieb bezieht. Denn höchst 
mannigfach und verwickelt kann die Erscheinung durch Anwendung 
verschiedener Flüssigkeiten gemacht werden. Umständlich sind 
die Gesetze, denen gemäss sie bei verschiedenen sauren, oder 
alkalischen, oder salzigen Auflösungen erfolgt, schon im Jahr 1826 
in jener vorhin angeführten Abhandlung von mir entwickelt worden. 
Aber davon will ich eben so wenig etwas wiederholen, als ich 
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ron Erklärung des durch obige Abbildung dargestellten Grund- 
phänomens etwas sagen kann, ohne Hülfe der physikalischen 
Zeichensprache , d, h. der symbolischen Hieroglyphensprache, wo- 
durch ich in der Mythol. a. d. Standp. d. Natnrw. 8. 281. 
eben so kurz als klar jenes Grutidphanornen erläuterte, welche» 
allerdings in den Drehungen der Tier sich ausbildenden Queck- 
•Mbermagnete besteht. Diese vier Quecksilbermagnete sind es, 
welche nicht sowohl die darüber ausgegossene Flüssigkeit mit 
sich fortreissen, als vielmehr die (wie nachgewiesen a. a. Ö.) nach 
analogem elektromagnetischen Gesetz erfolgenden gleichartigen 
Wirbeldrehungen dieser Flüssigkeit erleichtern und befördern, und 
zwar, wie man leicht sieht, nothwendig in dem Grade fördern, 
dass unmöglich aussen (nach Hers che Ts Weise) hingehaltene 
Magnete irgend eine wahrnehmbare Modification in den Drehun- 
gen herbeiführen können, selbst abgesehn davon, dass den vier, 
theils mit dem Nordpol, tbeils mit dem Südpol an der Ober- 
fläche sich drehenden, und zwar mit jedem Pole theils rechts, 
theils links sich drehenden Quecksilbermagneten, wo nicht vier» 
doch wenigstens zwei Stahlmagnete entgegenzuhalten wären, um 
denkbarer Weise eine Modifikation in den Drehungen herbeizu- 
führen. Ich sage „denkbarer Weise"; denn praktisch unausführ- 
bar bliebe der Versuch schon darum, weil die so nahe gehaltenen 
entgegengesetzten Pole der Stahlmagnete sieb im höchsten €*rade 
schwachen würden, was nicht der Fall ist bei den immer mit 
neuer Kraft aufblitzenden Polen der Quecksilbermagnete. 

Anmerkini ff. '/vf/llli ff erweise befinde ich mich in der Lage, über eine 
Anzahl Exemplare des Jahrbuchs d. Chemie u. Physik für t826 %% ) 



■*) -Dasselbe bildet mit dem eben bezeichneten Titel und mit beson- 
dorm Register versehen ein für »ich bestellendes Ganze von drei (acht Kup- 
feztaf ein enthaltenden) Bänden, welche noch jetzt im herabgesetzten Laden- 
preise sechs Thaler kosten. In der Art in sich abgeschlossen erschienen 
damals einige Jahrgänge des Journals für Ch. u. Ph. als eine Zeitschrift 
des im Leibnitzischen Sinuc gestifteten Vereins zur Verbrei- 
tung von Naturken ntniss und höherer Wahrheit. Zugleich zeigt 
jenes Journal d. Ch. u. Ph. für 1826. B. 2. S. 132—135., auf weiche höchst 
achtbare Weise sich die kaiserliche Akademie der Wissenschaf- 
ten zu Peters hurt für jenen Verein interessirte , indem sie beschloss, den 
von Petersburg aus nach Peking von Zeit zu Zeit abgehenden theologischen 
Missionen im Leibnitzischen Geiste naturwissenschaftlich gebildete Männer 
anzureihen, wie solches seit der Zeit wirklich geschah mit Gewinn für 
mannigfache wissenschaftliche und andere gute Zwecke. Der erste Schritt 
ist also geschehen zu einer wissenschaftlichen Propaganda, wozu 
Seetzen von Aegypten aus alle Europäischen nnd Amerikanischen Akade- 
mien aufrief (s. Litt. Bl. d. Hamb. Börsenh. v. 13. Mai 1840 oder 
AJ lg. Anz. d. Deutsch, vom 20. und 21. Mai 1840). Im gleichen Leib- 
nitzischen Geiste wurde neuerdings eine Medical Missionary Society 
of Edinburgh begründet, während (nach Froriep's Notizen , April 1845. 
B. 34. 3. 122.) diese medicinische Missi onsgescllschaf t in Edin- 
burgh, den Zweck hat, »in Beziehung auf medicinische Missionen 
Kenntnisse zu verbreiten, ähnliehe Institutionen zu unterstützen und die theo« 
logischen Missionen mit ärztlichen Agenten zu versorgen, soweit die dispo- 
nibelu Geldmittel es verMatten." in meiner Denkschrift zur Säcular- 
ff Up der Ifniv. Erlangen findet sich einleitungswcise die , w*e ei 
scheint, wenig bekannt gewordene NoUz, dass die Berlin er Vniveceitäi 

I 
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disponiren zu können, worin zuerst jene eben erwähnte physikalische 
Zeichensprache . entwickelt aus der Natur der Sache, dargelegt 
vttnie. Und unmittelbar führte diese Symbolsprache dann hin zur ge- 
setxmässigen Auffassung jenes verwickelten, alle Arien elektro- 
magnetischer Drehungen in sich vereinenden Phänomens, 
wovon so eben die Rede war. Abgesehn aber von alten in demselben 
Jahrgänge 1826 milgetheilten dieser Zeitschrift eigentümlichen physi- 
kalischen Abhandlangen, ist ohnehin es bekannt genug, dass wohl Vom- 
pendien verallern, flicht aber die Zeitschriften , worin die Originalab- 



das Vcrmöeen jenes am Grabe meines Bruders zur Begründung naturwissen- 
-iltdftlidicr Pflauzschulcu im Leihnilzisclien Sinne gestifteten Vereins über- 
iiimnnn habe, und die Universilä tsquäsl ur in Berlin bereit sei, Beiträge 
cor Vermehrung des kleinen Sliflungseapitals anzunehmen, um späterhin ein 
Reisestipendium anreihen zu können. (Vergl. Hitzig'« Aunalen etc. 
furtg. von Schlei ler, B. 35. S. 176 — 179, wo ein in letzterer Beziehung 

iir beachtuugswerlhen Actcnsliick mitgetheill.) Zu Güttingens Ruhm 
t!)cr gereicht es. da*s wirklich ein R c i s e s t i p e u d i u m für Naturfor- 
Jier dort begründet und, nach Blume» liath's Namen genannt, mit der 
l'nnersilät in Verbindung gebracht wurde. Uchrigen« stammt die grossai- 
ligtfl Stiftung der Art schon aus der ersten Hälfte des vorigen Jahrhunderts, 
reiht der Oxforder Universität. Denn die Badcliffe's Travel- 
iaa, V e 1 1 o w s h i p s sind für zwei von der Universität Oxford auszuwäh- 
lend v . mit Natur* und Heilkunde vertraute junge Gelehrte bestimmt. Jeder 

ii ihnen erhält jährlich 300 l'fd. Sterl., und zwar zehn Jahre lang, 
unter der Bedingung, wenigsten» fünf Jahre in einem fremden Laude jen- 
»eiis der See zu verweilen, wodurch offenbar die Anlegung naturwis- 

nschaf tiieher V f 1 an z s ch u l e n eingeleitet ist. Auch an der Univer- 
I Cambridge sind seit dem Jahr 1767 zwei Rcisestipcndicn begründet, 

tei /u KM) l'fd. Sterl. jährlich, welche drei Jahre lang bewilligt werden 
unter der ausdrücklichen Verpflichtung, mit "der Universität durch 
Reiseberichte in Verbindung zu bleiben. — - Ohnehin binden meli- 
ere englische Fcllowships (die überhaupt vergleichbar den in Leipzig so- 
genannten Collegiaturen) nicht geradezu an den Aufenthalt auf der Uui- 

>it.it, und können sonach als Hcisestipeudicn benutzt werden. Offenbar 
llf würde es gut sein, auch den deutschen Universitäten (nach manchen be- 
trübenden Ereignissen) wieder einen, neuen geistigen Aufschwung zu gehen 

eh Anreih ung von Reisestip endien mannigfacher Art. Solches 
wäre aneiemessrii unserer Zeit, zu deren grüsstem Ruhm es gehört, die Ver- 
bindung der Menschen durch DampfsihiH'e un<l Eisenhahnen mehr gefordert 
<u habe«, als die Vorzeil solches nur zu ahnen vermocht. — Da über diese 
und verwandle Gegenstände mancherlei zur Sprache gebracht im Jahr buche 
•LCh. u. Fh. für 1826, namentlich auch in einem auf obengenannten Ver- 
de »ich beziehenden Anhange zu demselben: so kann die Vcrtheilung von 
100— 150 Exemplaren dieses Jahrbuchs an öffentliche Bibliotheken vielleicht 
il mehr als eine Weise dazu beitragen, mich mit glcichgeninntea Männern 

Verbindung zu bringen, welche sich für Wahrheiten inleressiren , die ich 
nai »o weniger b 1 o s stillschweigend möchte beseitigen lassen, 

beachtungswert her sie mir scheinen gerade in der gegenwärtigen Zeit. 
Wenigstens dazu, das» sie endlich zur Sprache kommen und zur Prüfung 

i,«_m ii mögen, wünsche ich am Schlüsse meines Lebens noch etwas beige- 
ben zu hoben (vergl. die ältere Abhandlung, woran die gegenwärtige sich 

mhliesst . im Joiirn. für prakt. Chemie B. 34. S. 414. Note 3.). 

Fuc dieselbe Sache, wovon hier die Rede ist, bieten noch ganz andere, 
hilnhll beachtungswerthe Gesichtspunkte sich dar bei näherer Betrachtung 
r in der Recension von Schub ort 's Spiegel der Nalur in der All- 
tem. Litt. Zeit. 1816. Mai. No. 99. und 100. zusammengestellten That- 
uckru. ,. 

Theil X. 9 



hau (Hungen sich befinden , woran f jene sich tetieh*. Unter diesen 
Umständen scheint es mir zweckmässig , dein gemäss, was im dritten 
Abschnitte vorliegender Abhandlung zur Sprache kam, jene eben erwähn- 
ten Exemplare des Jahrb. d. Ch. u. Ph. als ein Geschenk zu vertheilen 
an Bibliotheken für Gymnasien, oder Realschulen, oder naturwissen- 
schaftliche Vereine , wie sie < rothin mit Beziehung auf das nachah- 
mungswerthe Beispiel der Institutions Englands erwähnt wurden, und 
%u deren zahlreicher Entstehung auch bei uns es mir sehr lieb sein 
würde, etwas beitragen zu können. Zum Zwecke der angebotenen Ver- 
lheilung von WO — 150 Exemplaren jenes Jahrbuchs ist es blos nöthig, 
dass die Vorsteher solcher Anstalten, welche irgendwo in unserm deut- 
selten Vaterlande geneigt sind, von diesem Anerbieten Gebrauch zu 
machen, mir den Weg der Zusendung in portofreien Briefen bezeichnen. 
Zugleich aber ist von der mit der Anstatt in Verbindung stehenden 
Blichhandlung eine unserer Buchhandlungen hier in Halle durch einige 
beiliegende Zeilen zu beauftragen, dass sie die Verpackung und Ueber- 
sendung besorgen möge. — Ein erfreuliches Zeichen der Zeit ist der 
>t unler Leitung Seiner Königlichen Roheit des Kronprin- 
zen-Maximilian von Baiern stehende Verein zur Verbrei- 
tungnützlicher Kenntnisse durch gerne in fassliche Schrif- 
ten", wodurch so eben eine neue Ausgabe von Runge* s Grnndriss 
der Chemie (wie der Titel des Buches solches ausspricht) veranlasst 
wurde. Hoffentlich werden im Bunde mit diesem wohlthdtigen Vereine 
atigemessene Regenerationen der alten Stadtbibliotheken und andere 
auf Technologie und Naturwissenschaft sich beziehende städtische 
Sammlungen wirken, wie sie ohnehin zum Gedeihen der sogenannten 
polytechnischen Gesellschaften Unentbehrlich sind. Ein neiier Aufruf 
liegt zugleich darin, wenigstens die an Gymnasien und Realschulen 
schon vorhandenen Sammlungen zu benutzen im Geiste jener oben er- 
mähnten nicht blos das ßedurfm'ss der Jugend, sondern vorzugsiretse 
der Erwachsenen ins Auge fassenden Institntiotis Englands. Und in 
dieser Beziehung kann in unserm Vater lande als Vorbild dienen der 
von den Aerzten in Frankfurt am Main begründete physikalische Ver- 
ein, von welchem vorhin (Anmerkung zu Hl. 3.) die Rede war. 
Da i ich stets zur Förderung solcher Zwecke in meinem engern Kreise 
zu wirken bemüht war: so würde es mir erfreulich sein, im Geiste 
des obigen Vereins znr Beförderung derselben Zwecke auf dem soeben 
bezeichneten Wege mitwirken zu können. 



*' * ' .»*••!»■ I 

' Anhang. 

Die vorliegend«» Abhandlung war, wie schon in der Einleitung 
gesagt, ursprünglich als Nachtrag geschrieben zu der „über Pia- 
tina, Altes und Neues'*, welche im Journ. für prakt. Cheiu. 
B. 34. S. 385 — 420. erschienen. Unter dem Titel „nachträg- 
liche Bemerkungen über Piatina, Elektron und ver- 
wandte Gegenstände" sollte sie in demselben Journal publi- 
cirt, oder a wenigstens als Anhang zu , demselben ausgegeben wer- 
den, als eine Beilage und zwar, wenn es nöthig schiene (weil 
allerdings darin nicht popiriäre, vielmehr heterodoxe, seit zwanzig 
Jahren von jeder unbefangenen Prüfung ausgeschlossene Wahr- 
heiten aufs neue zur Sprache kommen sollten) als eine auf Kosten 
des Verfassers zu druckende Beilage. Da solches nicht zu er- 
reichen gewesen: so erhielt im Geiste des vorliegenden, mit be- 
sonderer Rücksicht auf die Bedürfnisse der Lehrer an höheren 
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l'nterrichtsanstalten herausgegebenen Archivs für Mathema- 
tik und Physik die Abhandlung nicht blos eine ihren Inhalt 
schärfer bezeichnende Ueberschrift, sondern es wurde auch der 
dritte Abschnitt durch einige Zusätze erweitert. Denn nun ge- 
. i»Miite es sich, noch andere praktische Gegenstände zur Sprache 
td bringen als blos praktisch chemische, worauf der vierte die 
wundervollen galvanischen Figuren Ernian's (durch Nacb- 
weisung ihrer gleichbleibenden gesetzlichen Darstellung) wieder 
in ihre Rechte einsetzende, und noch mehr der fünfte Abschnitt 
lieser Abhandlung sich bezog, worin einzig und allein praktisch 
chemische Gegenstande zur Sprache kamen unter der Ueberschrift: 
„über die praktische Bedeutung der hydroelektrischen 
Ladung." So eng sich derselbe den vorhin zur Sprache gebrach- 
ten sc honen Ladungsphänomenen anschliesst : so geht er doch zu 
M'hr auf Einzelnheiten bei Construetion elektrischer Batterien ein, 
ata dass er zu der* enger begrenzenden Ueberschrift, 
welche nun die vorliegende Abhandlung erhalten hatte, noch pas- 
sen könnte. Daher spare ich, was zur früheren Publication be- 
stimmt war, für eine spatere auf, und reihe unter dem Titel eines 
Anhangs nur Zeitgemässes an, dessen Publication nicht all- 
zulange zu verschieben ist. 



Nachdem nämlich die vorliegende Abhandlung schon ihre 
nene Bestimmung erhalten hatte: so hat sich die praktisch 
chemische Bedeutung dessen, was ich über hydroelek- 
trische Ladung im Journ. f. prakt. Chem. zu publiciren an- 
gefangen , und darin auch weiter fortzusetzen beabsichtigt hatte, 
erst recht herausgestellt. Durch einen eigenthüm liehen Zufall 
wären nämlich selbst Versuche in Vergessenheit gekommen, welche 
Volta gemeinschaftlich mit Brugn ate Iii über sogenannte therm- 
oxydirte Kohle angestellt, und Brugn ate Iii in einer an Geh- 
len (s. dessen Journ. d. Chem. u. Phys. 1800. B. 2. S. 553—563.) 
gesandten kleinen Abhandlung mitgetheilt hatte. Diese therm- 
oxvdirte Kohle war den Versuchen Volta* 8 gemäss das erste 
hoch tiber den edlen Metallen stehende Glied am negativen Pol 
seiner Säule; ihr schloss zunächst thermoxydi rtes Gold sich 
a». Viel tiefer steht, durch mehrere fehlende Glieder getrennt, 
krystallisi rtes schwarzes Manganoxyd, dem sich alsdann 
Graphit, gemeine Kohle, Gold, Silber, Platin, Kupfer 
der Reihe nach anschliessen. Den Ausdruck „thermoxydirt" 
wählte B ru^g na teil i gemäss einer theoretischen Ansicht von der 
Verbindung des Wärmestoffes mit Oxygen in der rauchenden Sal- 
petersäure, und beachtuugswerth ist besonders folgende von ihm 
gemachte Beobachtung: „Setzt man mit Salpetersäure befeuchtete 
Kohle dem Sonnenlicht aus, so entwickelt sie oxydirtes Stickgas 
und bleibt zuletzt völlig geschmacklos zurück, wobei sie sich vor* 
trefflich thermoxydirt." — Diesen Versuch Bru^natelli's wie- 
derholte ich sogleich im Jahr 1806; und noch jetzt besitze ich 
aus jener Zeit solche sogenannte thermoxydirre (d. h. elektrisch 
geladene) Kohle, die als negativer Leiter mit Zink combinirt sehr 
kräftig wirkt. Mein Freund Seebeck, dem ich im Jahr 1807 
solche Kohle mitgetheilt hatte, hob sie wegen ihrer vortrefflichen 
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Wirksamkeit bis zum Jahr IK22 auf, wo er sie in thermomagne 

tischer Beziehung prüfte; und sie zeigte sich, wie er in seiner 
Abhandlung über Tbermomagnetisnius hervorhebt, unter allen von 
ihm geprüften Kohlenarten einzig und allein wirksam, nament- 
lich mit Kupfer, Silber, Zink. Ich führe diess an, damit man 
sehe, wie ausdauernd die elektrische Ladung bei dieser Kohle 
ist. Denn dass die sogenannte thermoxydirte Kohle als eine elek- 
trisch geladene Kohle zu betrachten sei, geht daraus hervor, 
dass sie auch durch positive Elektrisirung an der Yoltatschen 
Säule gewonnen wird. Schon Volta und Brugnatelli machten 
auf ihre ausdauernde Wirksamkeit aufmerksam, während die hy- 
drogenirte (am negativen Pole der Säule erhaltene) Kohle nur von 
sehr kurzer Dauer ist Daran schlössen sich nun in jenem letzten, 
auf die „praktische Bedeutung der hydroelektrischen Ladung" 
sich beziehenden Abschnitte meiner Abhandlung mannigfache Be- 
trachtungen an, namentlich mit Beziehung auf Bunsen's Koh- 
lenbatterie und Grove's Piatinakette. Man kann näiu 
lieh, wie ich zeigte, das Experimentiren mit Bunsen's Kohlen- 
batterie viel bequemer machen, besonders wo es auf den Gebrauch 
einer grössern Anzahl von Gliedern ankommt, wenn man die Kohle 
zuvor nach Brugnatelli' s Weise thermoxydirt. Auch auf die 
gewöhnliche Voltaische Säule kann man diese Art der Ladung 
anwenden. So geniigen z. B., um die in Abschnitt IV. vorliegen 
der Abhandlung mitgetheilten elektromagnetischen Drehungen des 
Quecksilbers (in Ermangelung von Stöbrer's magnetoelektriscbem 
Apparat) sehr schön zu sehn, allein zehn Glieder einer Säule 
aus runden zusaminengelüthctcn Zink- und Kupfer Platten von etwa 
5— G Zoll im Durchmesser mit zwischengelegten in massig schwe- 
felsaurem Wasser getränkten Pappen, wenn man die Zink flächen 
Tags zuvor mit Aetzkalilauge benetzt hat , welche darauf eintrock- 
nen mag, unmittelbar aber vor dem Aufbau der Säule mit einer 
in starkes Scheidewasser getauchten Feder über die Kupferflächen 
hinstreicht, welche dadurch zugleich metallisch glänzend und elek- 
trisch geladen werden. Gewiss würde rauchende Salpetersäure 
mit Schwefelsäure gemischt (deren eigen thümlrehes Verhalten zu 
Kupfer am positiven Pole der Säule schon die Aufmerksamkeit 
erregt hat 33 )) noch kräftiger wirken, um Kupfer durch elektrische 
Ladung zu dem Rang eines viel edleren Metalls zu erheben , wäh- 
rend Zink durch Befeuchtung mit Aetzkalilauge zum Rang eines 
noch unedleren Metalls in der galvanischen Kette herabgebracht 
wird. 

2. Die Erinnerung aber an die neuen elektrochemischen Eigen- 
schaften, welche Brugnatelli der Kohle durch Salpetersäure 
mirgetheilt, mussten ganz besonderes Interesse gewinnen, nach- 
dem die neuen Eigenschaften bekannt wurden, welche die Baum- 
wolle durch rauchende Salpetersäure (oder noch besser durch mit 
concentrirter Schwefelsäure gemischte rauchende Salpetersäure) 
erhält. ^ Und so wie die thermoxydirte Kohle sich dem Ansehn 
nach nicht von gewöhnlicher Kohle unterscheidet: so ist auch die 



3a ) Vgl. Grove's Beobachtung im Phil. Mag. Ser. III. Vol. XV. 
p. 292. übers, in Poggcudor ff '« Aunalen d. Phys. u. Chem. B. 49. 
S. 600. 
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therm oxydirte Baumwolle (oder Schiessbaumwolle) dem Anselm 
nach von gewöhnlicher JJaumwolle nicht zu unterscheiden. Wäh- 
rend nun diese Schiessbaumwolle vollständig abbrennt in der 
Flinte, besteht der Hauptfehler unsers Schiesspulvers darin, dass 
es nicht vollständig abbrennt, sondern bei dem Schiessen zam 
Theü unverbrannt herausgeworfen wird. Dieser Fehler Hesse sich 
also vielleicht durch Anwendung der thermoxydirten statt der ge- 
meinen Kohle bei der Bereitung des Schiesspulvers beseitigen. 
Die lange Ausdauer jener thermoxydirten oder elektrisch gelade- 
nen Kohle (wie Stücke zeigen, die ich vierzig Jahre lang auf- 
hob) käme dabei besonders in Betrachtung, so wie der Umstand, 
dass diese thermoxvdirte Kohle keineswegs Feuchtigkeit anzuziehen 
scheint, wie die Schiessbaumwolle. Vorzüglich beachtungswerth 
aher muss uns nun das sogenannte Ueberbrennen der Kohle bei 
Bereitung des Scbiessnulvers vorkommen. Denn gewiss wird nie- 
mand glauben, dass die Kohle, um gutes Schiesspulver zu geben, 
noch zum Theil h y d rogeni rt 34 ) sein müsse, wenn er erwägt, 
dass diese hydrogenirte Kohle von so kurzer Dauer ist. Vielmehr 
scheint die merkwürdige Thatsache, dass in Cylindern gebrannte 
Kohle, wenn sie gut ausgebrannt ist, sehr schlechtes Schiesspul- 
ver giebt, während fast viermal so starkes erhalten wird, wenn 
man die Erhitzung unterbricht, sobald die Flamme an den Cylin- 
dern anfangt, sich rein blau zu zeigen; diese Thatsache scheint 
dafür zu sprechen, dass selbst das Ko h \ en oxv dgas im gleichen 
Sinne wie Salpetersäure (nur schwächer) eine Thermoxydirun» der 
Kohle (oder elektrische Ladung im Sinne Ritt er 's) bewirke. 
Und so erhalten wir bei Combination der therm oxydirten Kohle 
B r u g n a t e II i ' s mit der thermoxydirten Baumwolle 3 5 ) , wenn diese 
letztere auch nicht sogleich das JSebiesspulver zu verdrängen ver- 
mag, doch von ihr Anleitung zur Vervollkommnung desselben. 



**) Diese 'Ansicht spricht selbst der gründliche Kenner des Schiesspnl- 
vers, Moritz Meyer, ans in Erdmann's Journ. f. techn. n. Ökonom. 
Chem. 1831. B. 2. S. 528., wo er also sich ausdrückt: „Befreit man die 
Kohle ganz von Wasserstoff, so ist sie bekanntlich nicht mehr brenn- 
bar* Bei nicht hinreichender Aufmerksamkeit kann man es hei Cylindervcr- 
kohlum? leiebt zum Ueberbrennen bringen. Noch «inigen in Ostindien 
abgestellten Versuchen gab Schiesspnlver mit in Cylindern vollkommen aus- 
geglühter Kohle eine Wurfweite von 52 Schritt uud dasselbe Pnlver mit 
gut gebrannter Kohle 200 Schritt. Wenn man aber aus den Cylindern die 
Kolli« herausnimmt, sobald die Gasflamme anfangt, sich rein blau zu zei- 
gen ( K ohlcnoxy dgas), so steht ein Ueberbrcnncii nicht zu fürchten." 

■ ' ) Vgl. auch was über die merkwürdige Etildcckung Schön!» ein 's 
und Bottger's zur Sprache kam in der llallischen naturforschenden Gcscll- 
schaft am 7. Nov. 1846, und mitsei beilt ist im Intelligenzblatt zur 
Allg. Litt. Zeit. Decbr. 1846. N. 69. S. 564.565. Ich hebe daraus noch 
folgende Stelle aus: „Dazu, dass die von Brugnatelli und Volta über 
thermoxydirte Kohle im Journ. d. Chem. u. Phys. mitgetheilte Beobach- 
tung iu Vergessenheit kommen konnte, trug wesentlich bei t das« vom Jahr 
1806 — 1810 kein Register dieses Journal» \orhanden ist; ebenso fehlt es deu 
letzten 15 Bänden, von 1829 — 1833. Möchte sich ein junger Mann entschlics- 
aeti, ein Register über das ganze Journal von 1806 — 1833 zu bearbeiteu, 
Mos mit Bczicbung auf die Columnentitcl , wodurch es eben so kurz als 
brauchbar werden würde, da diese Columuenlitcl wechseln mit dem wech- 
clndcu Inhalte der Abhandlung.** 
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1. Noch ein anderer praktisch chemischer Gegenstand 
kam im letzten Abschnitte dieser ursprünglich zur Publication im 
Journal für praktische Chemie Destimmten Abhandlung zur 
Sprache, worüber Mittheilungen noch länger hinauszuschieben 
nicht zweckmässig wäre. Es handelt sich auch hier von in Zei- 
tungen besprochenen, gleichfalls im Grossen und gleichfalls zum 
Kriegsgebrauch anwendbaren Dingen. Als ich nämlich den letzten 
Abschnitt jener Abhandlung niederzuschreiben im Begriffe ge- 
wesen, da war in den Zeitungen (im März vorigen Jahres) die 
Rede „von einem der Staatsbehörde für die Summe von 30000 Tha- 
lern angebotenen Geheimuiss eines galvanoplastischen Kanonen- 
gusses, wodurch die Kanone ohne weiteres fertig geliefert und 
ihre Ausdauer bedeutend gesteigert werden soll." Höchst acht- 
bare Namen von Männern waren genannt, welche, zur Prüfung 
der Sache aufgefordert, sich beifallig darüber erklärt. Diess 
musste mich nothwendig zu folgender Note veranlassen, deren bal- 
dige Publication in dem bezeichneten wissenschaftlichen Zusam- 
menhange mir schon damals willkommen gewesen wäre. Schon in 
der Einleitung zur vorliegenden Abhandlung war nämlich davon 
die Rede, dass bei der Bildung des festen Cämentkupfers durch 
jene constante Kette, von welcher die Galvanoplastik abhängig, 
unter gewissen (im Journal für praktische Chemie B. 34. 
S. 402— 408 näher bezeichneten) Bedingungen merkwürdige Zuckun- 
gen der Magnetnadel im Multiplicator entstehn, welche als abhän- 
gig zu betrachten sind von krystall-elektrischen Beziehungen, uod 
an die in andern Fällen bei Krystallisationen (den schönen Ver- 
suchen Rose's gemäss) entstehenden Lichtblitze uns erinnern. 
. Diesen blitzartig eintretenden sehr lebhaften krampfartigen Zuckun- 
gen bat ich wenigstens da einige Aufmerksamkeit zu schenken 3 ö ), 



**) Man kann den überraschendes "Versuch leicht zu einem Collegiem- 
versuche machen. Denn ob mau gleich nicht den Zeitpunkt zu bestimmen 
vermag, wo die von Bildung festen Cemenlkupfers abhängigen Zuckungen 
eintreten : so wirkt doch der höchst einfache (im Journ. f. prakt. Ch. B. 34. 
S. 401. abgebildete) Apparat, einmal aufgestellt, sehr lange Zeit fort. Man 
darf also die am besten aus mehreren Gliedern (welche man beliebig in die 
Combination aufnehmen oder partiell sch Hessen kann) bestehende Wach'ische 
Kette, verbunden mit einer secundären Flatinakeitc und einem empfindlichen. 
Multiplicator, auf einem feststehenden, an der Wand befestigten Rcposito- 
rium nur ruhig und ungestört stehen lassen. Das Ungestörte bezieht sich 
aber keinesweges darauf, dass nicht von Zeit zu Zeit durch Aushebung eines 
Leitungsdrahtes aus einer von den Quecksilberschalen (wozu Aushöhlungen 
in grössern Korken dienen können, welche zugleich die Leitungsdrähte fest- 
halten) die Kette geöffnet werde, was vortheilhaft zu sein scheint. Es wer. 
den bich dann Znckungsperioden auch in der Zeil einstellen, wo die StudU 
renden ins Collegium kommen, so dass uebenbei die?e merkwürdigen, *von 
Krystaliclcktricitat abhängigen Zuckungen (vor oder nach der Vorlesung) 
den Einzelnen mit allen den verschiedenen Modifikationen der Erscheinung 
gezeigt werden können. Zu diesen Modifikationen gehört die schon von mit 
hervorgehobene Empfindlichkeit gegen die leiseste , auf den mit Cämentltup- 
fer umwachsenen Ziukdraht wirkende Erschütterung, wozu (wenn ein« 
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wo sie nebenbei sich ohne Mühe einleiten lassen, namentlich bei 
~al van op las tischen Versuchen , da hier vielleicht «och aus andern 
Gründen die Eitiachiebung einer secundären Kette in gewissen 
näher zu studirenden Fällen zweckmässig sein könnte. Und in 
diesem Zusammenhange war folgende Note meinem Manuscripte 
beigelügt: 

„Wenn die Galvanoplastik sich nicht auf die bei' Darstellung 
fester Metallvegetationen auf nassem Wege zu erhaltenden Kry- 
s falle, sondern auf Nachbildung bezieht,^ wie die Natur schon hei 
Afterkrystallen sie zeigt: so ist für die Scharfe der Nachbil- 
dung offenbar der sogenannte amorphe Zustand günstiger als der 
krystallinische. Das Studium der Bedingungen, weldte die Kri- 
stallisation mehr oder weniger begünstigen, wird also nun auch 
technisch interessant in galvanoplastischer Beziehung. Als im 
hiesigen chemischen Laboratorium (wie das Jahrb. d\ Cbem. u. 
Phys. 1830. B. 1, d. g. R. B. 58, S. 43 ff. zeigt) zuerst kunstge- 
mäss nach Willkür, in Abhängigkeit von einem zuvor in solcher 
Weise noch nicht eingeleiteten constanteu galvanischen Strome, 
dessen Stärke man in seiner Gewalt haben konnte, Kupferveseta- 
fiörten in metallischem Zusammenhange dargestellt wurden, trug 
man diese för die krystallelektrische Theorie so wichtige 
neue Thatsache auf andere Metalle, namentlich Silber, Zinn,. 
Antimon, Wismuth fiber, freute sich der gewonnenen schönen 
Kupfer- und Silber -Kry stalle, sowie anderer, den krystallinißchen 
«ich anschliessender, dendritischer Gebilde, wie die Natur sid lie- 
fert, die Kunst aber bisher noch nicht in fester Gestalt darzustel- 
len vermocht. Die Bedingungen ihrer Entstehung zu studiren 
schien die Hauptaufgabe, worauf es ankomme. In gleichem Geiste 
wiederholte ein rühmlich bekannter Chemiker, Gobel in Dorpat, 

■r i • ' . 1 t u ' nU 

ff *\\ •. '- • •' !• • i . .'. • . ,-ln 

Zockungaperiode herannaht) seihst ein Hauch dienen kann auf/len dünuca 
übcrsilberlen Kupferdraht, -«reicher zur Vermittelung der Leitung au dem 
Zinke befestigt ist. — Diese Erschütterung wirkt analog dem leisen Iiiit- 
r üli reu an Krysfalle iü der Periode ihrer leuchtenden Bildung, z. B. hei Rose 's 
Auflösung des glasartigen Arseniks in Salzsäure. Jener Apparat, wo elek- 
trische die Nadel in krampfhafte Bewegung setzende momentane Impulse an 
die Stell« jener LicLtblitze (hei Nichtleitern) treten, wird aber am ' besten 
mit zwei Multiplikatoren in Verbindung gesetzt, von denen der eine (mit 
Beziehung auf heftige Krampf perioden) der Doppelnadel 'nur bis 90& Aus- 
»chlag gestattet, während bei dem widern die Dpppelnadcl im Kreis umher 
•ick bewegen kann, Letzlere wird, obwohl ganz gleiche Stärke der beiden 
Nadeln schwer zu erreichen, doch ganz leicht mit Hülfe der Torsion der 
Cöconfäden, woran die Doppelnadel hängt, so gerichtet, das* sie von Ost 
nach West steht , in welcher Lage also auch die Multiplicalorwindnng' sich 
befindet. Tritt nun eine etwas lebhafte Zuckungsperiode ein : so wird die 
mi Kreis umhergedrehte Doppelnadel am liebsten eine Stellung von Nord 
nach Süd annehmen, und dadurch der Wirkungssphäre der Multiplicator-r 
Windung entzogen werden. In der Art erhält man eine sichere (Jontrolle 
eingetretener Zuckungsperioden, ohne dass mau nötlüg hat (was langweilig 
sein würde) den Apparat zu beobachten, besonders wo es gilt, vorläufig 
die Wirksamkeit verschieden im- , in fester krvslalliniachcr Form reducirter 
Metalle zu prüfen. So z. B. zeigte sich Zinn unter gewissen Umständen 
eben so wirksam als Kupfer zur Hervorrufung jener merkwürdigen Kucken- 
den Bewegung der Doppeluadel. (Vergl. auch Note 43. u. 44.) 
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diese Versuche 91 ). Aber sein College Jacobi machte zuerst 
technischen Gebrauch von der Sache. Und gegenwärtig ist sogar 
von Kanonen aus festem Cämentkupfer in Zeitungen die Rede. 
Es ist für mich interessant, die noch jetzt im hiesigen physikali- 
schen Cabinet aufbewahrten ersten, nach Willkür in mannigfachen 
Moriificationen dargestellten Proben fester Kupfer-, Antimon-, 
Wismuth-, Silber- Vegetationen an jene auf demselben Wege mm 
dargestellten Kanonen in Gedanken anzureihen. Wenn aber die 
technische Anwendung der Sache mit Uecht Anspruch macht auf 
lielohnung (wie sie auch Jacobi auf eine höchst achtbare und 
wissenschaftliche Bestrebungen ermunternde Weise erhalten hat): 
verdient nicht gleichfalls der unsern Dank, dessen wissenschaft- 
liche Forschung die Möglichkeit einer solchen technischen Anwea- 
dung herbeigeführt? Meinen damaligen Gehülfen bei dem physi- 
kalischen Cabinet und chemischen Laboratorium meine ich, den 
nun in Bielefeld als Director der dortigen Gewerbschule ange- 
stellten Herrn Doctor Wach, dessen, als er hier studirte, am 
3. Aug. 1829 von der Haliischen philosophischen Facultät gekrönte 
akademische Preisschrift jene vorhin erwähnte Abhandlung Ober 
Darstellung fester Metallvegetationen auf nassem 
W^ege (oder, wie er bei Kupfer sich ausdrückte, „über 
Bildung figurirten Cäm entkupfers") enthält; eine Ab- 
handlung, welche mit so grosser Umsicht und Gründlichkeit ge- 
schrieben ist, dass der ehrwürdige Pfaff in Kiel schon vor meh- 
reren * Jahren, nachdem er öffentliche Vorlesungen über Galvano- 
plastik gehalten, es geradezu gegen mich aussprach, dass er von 
wissenschaftlicher Seite nichts gefunden habe, was dieser 
Abhandlung beizufügen gewesen wäre. Darum wird im XI. Bande 
(oder Kegisterbande) des physikalischen Wörterbuchs, welcher von 
M u n c k e mit gew ohnter Sachkunde abgefasst einen Reichthum von 
Nachträgen zu diesem Werk enthält, und worin auch umständlich 
von Darstellung fester Metallgebilde auf galvanischem Wege (d. b. 
der Galvanoplastik) die Rede ist, S. 218. geradezu ausgesprochen: 
„der erste Erfinder der Galvanoplastik, ebenso wie der 
Säule von constanter Wirkung, ist Wach." Und liest man 
die darauf folgende gründliche Abhandlung über Galvanoplastik, so 
muss man eingesteht), dass von wissenschaftlicher Seite dem, was 
mit so mannigfaltiger Abänderung der Versuche von Wach darge- 
legt wurde, seit der Zeit nichts beigefügt ist, was für die Wis- 
senschaft von Bedeutung wäre, so mannigfach und sinnreich auch 
die technischen Anwendungen sind. Vielleicht dass die grossar- 
tige Anwendung der Sache zum Kriegsgebrauch neue wissenschaft- 
liche Wahrheiten herbeiführt, indem es sich nun darum handelt, 
auch die Härte des fest dargestellten* Metalls in seine Gewalt zu 



* 7 ) Vgl. Gobel's vermischte Untersuchungen und Bemerkungen im 
Jahrb. d. Chem. u. Phys. 1830. d. g. R. B. €0, wo derselbe S. 414. tob 
«einer Wiederholung der Wach'ischch Versuche über feste Metallvegctationen 
.spricht, dessen Angaben er vollkommen bestätigt gefunden, während »eine 
Versuche ausser Kupfer »ich besonders auf in fesler Gestalt reducirtes 
Silber, Gold und Platin bezogen. Unmittelbar darauf folgt eine Bemer- 
kung über die oft vorkommende magnetische Polarität, wodurch Stücke 
ru st>l sehe n Plalinerzc» sieh auszeichnen , welche, bestätigt, was vorhin mit 
Beziehung auf die Erklärung des Wortes Elektron zur Sprache kam. 
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Auf die Bedingung zur Erhaltung einer Legirung 
aus Kupfer und Zink (Messmgs) hat schon Wach bei Bildung 
seines figurirten Cäni entku pf ers aufmerksam gemacht (a. a. 
O. 8. 4ri f.). Und da ein kleiner Zusatz von Zinn zum Kupfer 
diesem die nöthige Härte giebt, um als Kanonenmetall zu dienen: 
so ist kaum zu zweifeln, dass auf ähnliche Weise wie Messing 
sich auch Kanonenmetall werde erhalten lassen.. Auf trockenem 
Wege können wir sogar stahlartißes Kupfer darsteilen. Um 06 
mehr sind wir also wenigstens bei dem Kupfer zu der Hoffnung 
berechtigt, auch Meister zu werden vom Grade der Härte oder 
Weichheit des auf nassem Wege reducirten Metalls. Da, wie 
vorhin gesagt , die Galvanoplastik in ihrer technischen Anwendung 
auf der Verkleinerung beruht krystallinischer Bildung bis zum so- 
genannten Amoqmismus : so könnte man auf den Ged inken kom- 
men, dass selbst die Leitung durch lange Drähte unter gewissen 
Bedingungen von Einflnss auf den krystallinischen Zusammenhang, 
und dadurch auf die Harte oder Weichheit des in fester Gestalt 
reducirten Metalles sein möge. Jedoch die schon von Wach in 
diesem Sinne angestellten Versuche (a. a. O. 8. 56.), wobei er 
statt der Thierblase oder überhaupt poröser Körper (namentlich 
Thons, Dachschiefers , Korkrinde, Hollunderniarkes) andere die 
Raschheit des elektischen Stromes schwächende Mittel anwandte, 
führten bei langen Drahtleitungen nicht zum Ziele, wohl aber bei 
der Leitung durch dünne, heberförmie gebogene Glasröhren, wo-? 
durch es (m dem schönen Versuche Tat. L Fig. 5.) gelang, von 
moosartiger bis zu traubenartiger und endlich krystalli- 
nischer Metallbildung zu gelangen. Nur die Einschaltung einer 
secundäreu Piatinakette (womit die oben erwähnten krampfhaften 
Zuckungen der Magnetnadel zusammenhängen) wurde noch nicht 
versucht, während eben diese krampfhaften Zuckungen auf die Be- 
deutsamkeit dieser Einschaltung für krystallinische Bildung auf- 
merksam machen/' 

2. So vorzugsweise diese Note geeignet war zur Publica! ion 
in einein Journale für praktische Chemie, so ist sie doch auch in 
vorliegender Zeitschrift ganz an ihrer Stelle, besonders da nun 
noch folgende Zusätze beigefügt werden können. Wir wissen 




plastischer Verfertigung 
ziehung eiserner Kanonen mit festem Cämentkupfer handelt. Die 
eisernen Kanonen widersteh n besser dem Stosse der im Laufe 
nicht ganz streng in gerader Linie sich bewegenden Kuijel, und 
halten dalier eine grössere Anzahl von Schüssen aus, während sie 
auch durch grössere Leichtigkeit sich empfehlen; aber sie ver- 
tragen nur geringere Ladung, leichter dem Zerspringen ausgesetzt. 
Diesem Uenelstande wird nun abgeholfen durch Ueberziehung mit 
festem Cämentkupfer, wobei vielleicht die von Wach angegebe* 
nen Vorschriften und die von ihm znerst dargestellten constant 
wirkenden Ketten der Hauptsache nach wohl eben so ausreichen 
möchten, wie sie z. B. bei der Vergoldung ausreichten. Was 
die auf demselben We^e zu bewirkende galvanoplastische Ver- 
zinnung anlangt: so ist hierbei die Praxis längst der Theorie 
vorausgegangen. Denn hierbei wurde immer eine angemessen 
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schwache 2 n l v a n i s ch o K e 1 1 e angewandt lauge zuvor, ehe man 
durch (»all v ah i nnd Volta die durch Metallcontact zu erregen- 
den elektrischen Ströme kenneu gelernt hatte. Es war handwerk- 
liche Erfahrung, dass man Zinn in zwei Theilen Alaun (dem zwei 
Theile Kochsalz und ein Theil Weinstein beigefügt) auflösen, aber 
in der Auflösung noch ein Stück unaufgelösten Zinnes lassen 
müsse, welches mit den Stecknadeln, die man zur Verzinnung in 
die Auflösung wirft, in Berührung kommt. Fehlt diese Berührung 
mit Zinn : so können die Nadeln noch so lange in der Auflösung 
liegen und werden nimmermehr sich verzinnen. Aber man konnte 
diesen von der Technik gewonnenen Erfahrungssatz nicht weiter 
ausdehnen und etwa auch bei Vergoldung, Verkupferung u. s. w. 
benutzen, weil die Kenntniss des wissenschaftlichen Princips 
fehlte, dem gemäss man handelte. Um dieses Priocip aufzufinden, 
dazu gehörte der Geist eines Volta, selbst nachdem Galvani'e 
überraschende Entdeckungen vorangegangen. Und nun erst wurde 
die zuvor nur im Verborgenen wirkende Elektrochemie ans Licht 
gezogen, gleich einllussreich in wissenschaftlicher, wie in techni- 
scher Hinsicht. — In der neuen Ausgabe von Gehler's physikali- 
schem Wörterbuche, B. XI. S. 2*37. unter d. Art. Vergoldung, 
wird es als höchst auffallend bezeichnet, „dass gleich nach der 
Erlindung der Voltaischen Säule im Jahr 1803 Brugnatelli vermit- 
telst des elektrischen Stromes vergoldete, ohne seine Entdeckung 
weiter zu verfolgen. Den metallischen Niederschlag (heisst es) 
gewahrte er an den Polardrähten von Gold, Silber und Platin; 
ja, er ging noch weiter und vergoldete Silbermünzen, indem er 
sie mittelst eines stählernen Drahtes mit dem negativen Pole der 
Säule verband und in eine gesättigte für diesen Zweck bereitete 
Lösung von Ammoniakgold eintauchte (Aunali di Cbimica. 1803. 
Van Möns Journ. de Chimie et de Phys. T. 5.)." Aber unmög- 
lich konnte Brugnatelli zu gleichbleibenden Resultaten gelanget», 
da er die Stärke des elektrischen Stromes nicht in seiner Gewalt 
hatte. Diess ist es eben, was zuerst Wach gelehrt hat, 
und worauf hier alles ankommt. Und selbst nachdem die 
eur Hervorbringung festen Cämentkupfers nöthtge Stärke und Gleich- 
mässigkeit des Stromes durch galvanische Ketten von constanter 
, Wirkung gewonnen war: so kam es noch auf Nebenbedingungen 
(tiefere oder minder tiefe Eintauchung in die Kupferauflösung) an, 
um Drähte mit einem festen Kupferbeschlag zu überziehn, 
wovon in der Abhandlung von Wach S. 47. ir. die Rede, sowie 
auch der S. 56. und 57. erwähnte Versuch hierher gehört. Man 
sieht also, von wie vielen in theoretischer und technischer Hin- 
sicht gleich wichtigen Nebenrücksichten die Feststellung des Haupt- 
satzes abhängig war, dass die Cohärenz (welche man gewöhnlich 
blos als abhangig betrachtet von der allgemeinen Körperanziehung) 
hier einzig und allein abhängig sei von elektrischen Beziehungen, 
und zwar von der Art der Leitung des elektrischen Stro- 
mes; die Feststellt mir dieses Hauptsatzes erforderte um so mehr 
eine ganze Reihe von Versuchen, je mehr er in Gegensatz kam 
mit den geltenden Theorien. 

3. Schon im Jahr 1822 war das im Mansfeldischen gewonnene 
sogleich fest in mannigfacher krystallinischer Bildung vorkommende 
Cämentkupfer für mich ein Gegenstand specieller Aufmerksamkeit 
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gewesen; und bei der ersten wissenschaftlichen Versammlung der 
Naturforscher und Aefzte Deutschlands (hier in Halle im Septem- 
ber 1823) suchte ich durch Vorzeigung interessanter Proben jene» 
merkwürdigen, im MansfeWischen gewonnenen Haar- und Faden- 
Kupfers die Aufmerksamkeit der versammelten Naturforscher auf 
diesen Gegenstand hinzulenken. Umhierüber in dem von mir da- 
mals herausgegebenen Journal auch öffentlich sprechen zu können, 
bat ich einen theoretisch sowohl als praktisch sehr unterrichteten 
Mann, den an der Bergschule in EUlelien angestellten Herrn PI ö- 
micke, die Nebenumstände zu bezeichnen, unter welchen dieses 
krystailiniseh gebildete Camentkupfer erhalten wird, da man in 
Ungarn, wo man so viel Camentkupfer gewinnt, nichts von solchen 
krystallinischen, dem sogenannten »Slber- und Blei-Baum ähnlichen, 
und zwar sogleich in fester Gestalt sich darstellenden Gebilden 
gehört Aus der hierdurch veranlassten interessanten (im Jahrb. 
der Ch. u. Ph. 18*25. B. 2. d. g. R. B, 44. S. 89—109. mit einem 
Vorworte des Herausgebers über Cohäsion in Abhängigkeit 
von krystallelektriscber Anziehung abgedruckten,) Ab- 
handlung sah man wohl, dass im Mansfeldischen dem Cament- 
kupfer mehr Zeit zur Ausbildung gegönnt wird, als in Ungarn; 
was aber die nähern Umstünde anlangte, welche auf willkürliche 
Darstellung solches festen Cämentkupfers führen könnten * so äus- 
serte Herr Pfümicke, eben weil bei den in kleinem Massstabe 
auf nassem Wege so mannigfach veranstalteten Metallrednetlonen 
noch nicht dergleichen teste Metallgebilde vorgekommen waren, 
mit Beziehung auf Berthol let's chemische Theorie S.400: „da das 
Massen v erhältni ss wahrscheinlich bedeutend einwirkt, so 
möchte aus Versuchen im Kleinen, wenn sie überhaupt ein Resul- 
tat gäben, wenig zu folgern sein, und im Grossen bleibt es man- 
cherlei Schwierigkeiten unterworfen, zumal da der Procesa 
der Kry stal lbildung überhaupt noch so sehr im Dunv 
kein liegt, durch geeignete Versuche zur Gewissbeit zu gelan- 
gen." Diese Ansicht schloss sich ganz consequent den allgemein 
geltenden Principien an, und der oben erwähnte, auf die» längere 
Zeit, welche man im Mansfeldischen dem Camentkupfer zur Aus- 
bildung gönnt, sich beziehende Nebenumstand Schien diese An- 
sicht zu bestätigen. Da ich aber die scheinbar indifferente Kör- 
peranziehung aus der polarischen gesetzmässig abgeleitet, und 
eben darum, sowie noch aus andern Gründen die krysitallclek- 
trische Anziehung statt der allgemeinen Körperanziehung an 
die Spitze der Physik gestellt (s. Jahrb. d. Chem. u. Phys. 1823. 
B. 39. S. 214 — 250.), auch die Zustaudsveränderungen der Körper, 
wovon ihr luft förmiger , flüssiger oder fester Zustand abhängig ist, 

■ » 

» i »I , ' • . »i .• ; .1 1« 

. 3 -) Auch eine Abhandlung von Clement reihte ich 1 aa, worin Cle- 
ment Nachrieht giebt ton einer Kqpferreduction aus schwefelsaurem Kup- 
fer ohne Eisen. Die Auflösung von Kupfervitriol, getrübt von unlöslich 
basisch schwefelsaurem Kupfer, stand längere Zeit, um sich zu klären, in 
einer Kufe, welche zur Hälfte in die Erde eingegraben war. Hier sah man 
an den innern Wänden , und zwar immer au der Fuge zweier Dauben kleine 
Schwämme von metallischem Kupfer sich bilden. Die Kupferstücke 
hatten sich, wo sie au der Kufe anlagen, so „an dem Holze abgeformt, 
dass Ihnen die Streifen eingedrückt waren." 
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aus demselben Princip, also aus ganz schwachen elementaren 
krystallinischen Kräften (<lcn im Jonrn. d. Chem. n. Phys 181*2. 
B. 5. S. 49 — 74. dargelegten Thatsachen gemSss) abgeleitet und 
aus diesem Standpunkte stets in meinen akademischen Vorlesun- 
ffen die Elektrochemie vortrug: so celanc es mir nicht selten, 
diejenigen unter meinen Zuhörern , welche nicht blos das Her- 
kömmliche zum Zwecke des Examens wissen wollten, fflr die 
eben bezeichneten von der geltend gewordenen Doctrin sehr ab- 
weichenden Ansichten ins Interesse zu ziehn. Dass dazu Herr 
Wach gehörte, zeigt schon seine erste Abhandlung (Iber das 
rauchende Wesen der Sch we felsS ure 39 ) (Journ. d. Chem. u. 
Phys. B. 50. S. 1—53.). Bei der in dieser Abhandlung S. 47—50. 
umständlich besprochenen merkwürdigen partiellen Umwandlung 
der englischen Schwefelsaure in rauchende, die mit krystallinischer 
Cohasion (asbestartig) auftritt 40 ), ist es nur ein gewisser, re- 



>9 ) Die Haupttendenz dieser Abhandlung nämlich ist, die Abhängigkeit 
den sogenannten. Isomerismus -von krystalteleklrischen Principien durcli dar- 
gelegte Thalsachen nachzuweisen. Und iJiesclhc Tendenz, hat die so griind- 
liclie Abhandlung desselben Verfassers über pyrophosphorsaure Ammoniaks 
Hiltererde (Jonrn. d. Ch. u. Ph. B. 59. S. 297. etc.). Nebenbei bemerke ich, 
du«g die Auffassung der Elektrochemie auf dem $tnudpunkte der Krystall- 
clektricität , wie ich schon bei einer andern Gelegenheit erinnerte, nicht be- 
rührt wird von deu Einwendungen, welche Duma* gegen Elektrochemie 
gemacht hat, sondern sehr wobl vereinbar ist mit seinem Substitutions- 
gesetz, das dem Mathematiker wichtig scheinen mus», um einen An- 
hallpunkt zu iiabcu hei der Unendlichkeit der möglichen Combiualiotten, wie 
sie hervorgeht aus der gründlichen Abhandlung Rothe'» über Anwendung 
der com hi na tori sehen Analysis auf Pflan/cuanalysen. S. die E u twi eke- 
ln ng der Pflanzensubstanz "von Nees v. Esenheck, Bischof nnd 
Rothe. Erlangen 1819. t 

40 ) Es ist auffallend, dass diese schon Im Jahr 1819 iu Tromms- 
dorf's Journ. der Pharmacie mitgethcilte , und einige Jahre darauf von C. 
G. Gmelin bestätigte Beobachtung bis jetzt noch nicht so glücklich war, 
auch nnr der Erwähnung Werth gehalten zn werden in den Compendien der 
Chemie. Und doch ist diese theilweisc Umbildung der englischen Schwe- 
felsaure noch merkwürdiger als die ganx analoge Umbildung des Glases in 
kr ystallinische* Glas (sogenanntes Re auanur'schcs Potzellan), wel- 
ches, in so fern es den Temperalurwechsel hesser verträgt, weniger spröde 
ist als gemeines Glas. In der That lauft das sogenanute Adouciren des 
Roheisens, worüber derselbe Reaumur viele Versuche angestellt, auf 
dasselbe Verfahren hinaus. Und handelt es sich nicht davon, die ganze 
Masse zu erweichen, sondern blos die Oberfläche weicher und geschmeidiger 
xu machen, so ist das Verfahren seihst auf grossere Eisenstiicke , wahrschein- 
lich also auf gusseiserne Kanonen, die man mit einer Hülle von mehr elas- 
tischem Eisen umgeben will, anwendbar. Auch ein anderes Verfahren Guß- 
eisen oberflächlich zu erweichen (wobei Hydrogen die Hauptrolle zn spielen 
scheint) kam im Jahr 1827 von Amerika her zur Sprache (s. Dinglcr's 
nolylcchn. Journ. 1828. B. 99. S. 156.). Es bietet' sich also eine zweifache 
Methode dar, die Oberfläche des Gusseisens auf eine mehr oder minder tief 
in die Masse eindringende Weise zu erweichen , und sonach gnsseiserne Ka- 
nonen mit einer Hülle von weichem Eisen zu umgeben. Kommt nun noch 
die Hülle von weichem Cämeutkupfcr dazu, so wird dem Zerspringen noch 
mehr entgegengewirkt. Es ist näiniieh unmöglich, dass Hüllen von verschie- 
dener Cohasion durch eine und dieselbe ausdehnende Kraft ganz streng in 
demselben Momente zerrissen werden. Nnr dann also, wenn dieser Zuitun- 
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lativ schwacher, aber eine Zeit jang anhaltender Tem- 
peraiurgrad , welcher (ebenso wie bei Verwandlung des Glases in 
Keamnur'sches Porzellan) die kristallinische Bildung hervorzurufen 
vermag. Darum bedurfte es blos der Combination dieser Erschei- 
nung mit den in meiner vorhin erwähnten Abhandlung über Zu- 
stamlsveriinderung der Körper zusammengestellten, um auf den 
Gedanken zu kommen, ob nicht durch ähnliche Modifikation des 
elektrischen, die Metalle reducirenden Stromes auf krystallinischeu 
Zusammenhang Einfluss zu gen innen sein mochte. Auf dem 
Standpunkt einer Theorie nämlich, welche nicht die sogenannte 
allgemeine Körperanziehung, sondern die pol arische krystall- 
elektrische an die Spitze der Physik stellt, hängt natürlich 
selbst die Elcktricitütsleitung von einer (nach der verschiedenen 
Natur der Körper leichter oder schwerer erfolgenden) Modilicirung 
der Krystallelektricität ab, und der Leitungswiderstand ist 
daher (was durch mehrere Thatsachen nachgewiesen werden kann) 
nicht (gleich dem der Röhren, wodurch eine Flüssigkeit strömt) 
blos passiver, sondern vielmehr a et Wer Natur, in diesem 
Sinne war es nichts au/lallendes , gerade die schwächsten elektri- 
schen Ströme durch Leiter von grösster Länge ungeschwächt 
durchgeht!, und diese langen Leiter zur Verstärkung derselben 
namentlich bei Multiplicatoreu wirken zu sehn, während durch 
dieselben Multiplikatoren starke elektrische Ströme geschwächt 
werden 41 ). Der Leittiugswiderstand , den starke Ströme (starke 
elektrische Funken) hervorrufen, kann so gross werden, dass der 
Draht glühend wird u*nd zerstiebt. Bios von schwachen Strömen . 
können wir also etwas erwarten, wenn Hervorrufung krystailini- 
schen Zusammenhangs beabsichtigt wird. Und dieser Ansicht 
war günstig, was PI um icke mit Beziehung auf die Mansfelder 
Kupfervegetation mitgetheilt. Denn die regelmässigen, den krys- 
tallmischen analogen Formen (namentlich Haar- und Faden-Bildung) 
traten blos da ein, wo die Cämentation 5 — 6 Monate dauerte. 
Und dass unter den verschiedenen Ansichten, die bei Auffassung 
dieser Erscheinung möglich, das Hauptgewicht zu legen sei auf 
die Schwächung des elektrischen Stromes, solches wird dargethan 
durch den schon vorhin erwähnten Versuch von Wach, welcher 
auf der Kupfertafel zu seiner Abhandlung Fig. 5. dargestellt, wo 
die verschiedenen Bildungsformen des Cämentkupfers sich in Ab- 
hängigkeit zeigten von den verschiedenen Graden der Schwächung 
der Kette durch Leitungswiderstand. Das bequemste Mittel zur 
Schwächung des elektrischen Stromes bot der Durchgang durch 
poröse Körper 42 ). Nur diess bemerke ich, dass, wenn man nicht 



terschied de» Zerreissens der einzelnen Hüllen zur verschwindenden Gro»se 
wird, kann ein Herumschlendern der zersprungenen Theile stattfinden. 

41 ) Auch durch andere "Versuche -wurde die Aufmerksamkeit hingelenkt 
auf die Bedeutsamkeit schwacher elektrischer Ströme, in welcher Hinsicht 
irh mich beziehe auf das im Jahrb. d. Chem. u. Phys. 1825, oder B. 44. 
S. 119. u. 365., sowie 1828. B. 52. S. 236—242. Mitgetheiltc. 

42 ) Auf die Bedeutsamkeit poröser Körper hinsichtlich auf den Durch- 
gang elektrischer Ströme leitete Porret t's Versuch hin, dem späterhin 
Versuche über sogenannte Endosmose und Exosmose sich anschlössen. 
Nun wo es »ich von grossartiger technischer Beuützuug durch Leitungswider - 
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die eben bezeichneten theoretischen Ansichten im Sinne hatte, die 
Einmischung poröser Körper, namentlich der Blase, bei. der Kup- 
ier re du e t ion leichter irre 'leiten , als zum Ziele führen konnte. 
Denn wirklich hatten schon vor Wach (wie dessen Abhandlung 
S. 22--24. seigt) sehr achtbare Physiker mit Blase umhundene 
Ruhren, worin sich ein Eisendraht befand, in Kupferlösungen .ge- 
bracht mit Hinsicht auf die sogenannte Endosmose und Exosmose. 
iNoth wendig musste dabei festes Cämentkupler unten an der 
Blase entstehe; aller sie schenkten der Sache kerne Aufmerksam- 
keit* wahrscheinlich weil der Gedanke sie irre geleitet, dass die 
Anlegenunkte, welche die Blase darbot, der Zusammen hau Hing 
krystaliinischer Metalltheile günstig sei. Dass es auf diese Anle- 
gepunkte hier gar nicht ankomme, sondern blos auf die angemes- 
sene Hemmung der Schnelligkeit des elektrischen Stromes, weiche 
auch durch andere, wenn gleich minder beoueine Mittel zu errei- 
chen; du: ss zu zeigeu war der Hauptpunkt, worauf es ankam. 
Und diess wurde nachgewiesen von Wach durch die mannig- 
fachste Abänderung der Versuche. Jetzt erst trat das N4* 
tnTgesetz mit Klarheit hervor, das zu der mannigfachsten 
und nützlichsten Anwendung in der Technik geführt hat, während es 
gegenwärtig in seiner Anwendung zur Vervollkommnung des schwe- 
ren Geschützes in so hohem Grad eiuflussreich und gewinnbringend 
wird. Aber dieses auf Hervorrufung der Cohäsion durch 
Klektricitat sich beziehende Naturgesetz ist nun auf dem 
Standpunkte der neuesten Physik noch einer schärferen Bestim- 
mung fähig, welche nur durch eine neue Reihe von Versuchen 
herbeigeführt werden kann. Und du es sich hier v oh Dingen han- 
delt, -denen ich stets vorzugsweise meine Aufmerksamkeit zuge- 
wandt, so könnte ich dergleichen Versuche leicht in Vorschlag 
bringen, um, worauf es nun ankommt, die Art der Tob as ion 
mehr in die Gewalt zu bekommen. Dergleichen theoretisch aus- 
gedachte Versuche nützen aber wenig, so lange niemand da ist, 
der nicht blos lebendiges wissenschaftliches Interesse, sondern 
auch ungestörte Müsse nat, sich der Ausführung solcher Versuche 
711 widmen, welche Müsse dem Verfasser jener vorhin genannten, 
auf wHlkürliche Darstellung festen figurirten Cäineritkupfers sich 
. beziehenden Preisschrift unmittelbar' nach der Publication dersel- 
be geraübt wurde, indem ihn eine Anstellung bei der Gewerb- 
schute in Bielefeld in ganz andere praktische Dinge hineinzog. 
Schon sind in seiner Abhandlung mehrere Versuche bezeichnet, 
die er noch anzustellen beabsichtigt«, und die ihn allerdings leicht 
hätten weiter führen können., u-d 



«(«ad geschwächter elektrischer Ströme handelt, verdient Porrett'a Versuch 
ueae Aufmerksamkeit. Der von Wach S. 6t. seiner Abhandlung angeführte 
Versuch de la Rive's zeiüt deutlich geuug, dass die Erscheinung noch 
nicht gehörig aufgeklärt sei, und combinirt m;in in diesem Zusammenhange 
den vpn Wach auf der Knpfertafel zu seiner Abhandlung Fig. 3. niilgetheil- 
ten Versuch, so sieht man, dass er dem ursprünglichen von Porrett in 
einer Beziehung analog, in anderer entgegengesetzt ist, wahrend in dersel- 
ben Abhandlung S. 36 — 40 der Weg bezeichnet ist, wie weitere Aufklärung 
herbeizuführen seiu möchte. 
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■ '»•4., ^DieeeJ treue iGeschichte der durch die Mansi eidischen Kup- 
ferve^etationen toerroTgenifenen Galvanoplastik ist nun zettgeroase, 
damit man- %m- anerkenne, das» hier von einem mit Consequenz 
verfolgten wissenschaftlichen Ziele die Rede sei. Deutlich stellt 
wich dar, wie die im 8inne der geltenden Theorien durchaus nicht 
zu erwartende willkürliche Darstellung- coha renter Metallgebilde 
auf nassem Wege dureh Bestrebungen herbeigeführt wurde im 
Sinne einer vom Princip der Rrystalteftektricität ausgehenden elek- 
trochemischen Theorie. Zugleich sieht man, warum, nachdem 
dieses Gesetz coharenter elektrochemischer Metallbildung aufge- 
funden war, die ganze Aufmerksamkeit sich zuerst der krystal- 
linischen Metall Inidung zugewandt. Und noch jetzt ist und bleibt 
in wissenschaftlicher Hinsicht, was mit krystaUiniscnen Ver- 
hältnissen zusammenhangt, die Hauptsache bei diesen galvano- 
plastischen Bildungen, eben weil, wie PI ü miete mit Recht her- 
vorhob , der Process der Krystallbildung noch ; so sehr im Dunkeln 
liegt. ~- Allerdings gelang es nicht, die Bildung der bäum» und 
strauchartigen Kupfer Vegetationen, oder der regelmässig ausge- 
bildeten oktaedrischen Kupferkrystalle (8. 46. der Abhandl. Wach's) 
in die Gewalt zu bekommen, so wenig als die willkürliche Dar- 
stellung der schonen Granatdodekaeder von Silber (8. 00.); aber 
die Sorgfalt, welche Wach auf das Studium der Nebenbedingun- 
gen wandte, wodurch diese krystaliinischen Bildungen begünstigt 

werden 48 ), kann nun sich belohnen, wenn es ihm gelingen sollte, 

* ■ ... 

_ ^ 

4a ) Unter den „Bemerkungen über die praktische Anwendung 
der Galvanoplastik" von W. de la Rue (au* dorn Technologisie, 
Febr. 1846. p. 212. übers, in Ding ler 's polytechn. Journ. B. 99. S. 371.), 
■welche' Bemerkungen als dag Resultat einer sehr grossen Anzahl van Ver- 
suchen bezeichnet werden, ist als die erste vorangestellt, ,,da«s die metal- 
lischen Niederschläge ein sehr verschiedenes Ansehn haben, dass sie näm- 
lich entweder deutlich kr ystal linisch, oder seh wach kristallinisch, 
h ftmmer bar , sanUa? t ig oder schwammig sind; letzteres ist der Fall, 
wenn die Batterie zu kräftig, und erstcres, wenn sie zu schwach im Ver- 
hältnisse zur angewandten Melallauflöeniig war. " Auch an einer andern 
Stelle wird noch ausgesprochen, da««, „wenn die Stärke der Batterie im 
Verhältnisse zur Concenlralion der schwefelsauren Kupfcrlosuug vermin- 
dert wird, unter diesen Umstünden sich gut ausgebildete grosse 
Kr y stalte erzeugen." — Es ist erfreulich zu sehn, wie denselben 
durch so viele Versuche (was ausdrücklich hervorgehoben) gewonnenen Satz 
Wach im Jahr 1829 dargethan durch den schon vorhin erwähnten, Ranz ein- 
fachen, aber entscheidenden Versuch ,* welcher auf der Kupfertafel zu seiner 
Abhandlung Fig. 5. abgebildet int, wo vier mit derselben Kupferauflüsung 
gefüllte Gläser durch heherförmig gebogene , * Zoll weite Glasröhren ver- 
bunden waren, so duss nicht durch Blase (oder andere poröse Körper), son- 
dern blos durch die längere Leitung der Strom stufenweise geschwächt 
wurde. Und dadurch gelaug es, von incohäreuter bis iu coharenter, zuerst 
moosartiger, dann traubenartiger, und endlieh, wo der SirouL ajn 
meisten geschwächt war, krya tallinischer Metallbildung. *». gelan- 
gen. — Und eben durch diese Verschiedenartigkeit der krystaliinischen Bil- 
dung scheinen bei dem Versuche , wovon in Note 36. die Rede war, die 
krampfhaften Bewegungen der Magnetnadel veranlasst iu worden. Aus die-« 
sem Gesichtspunkte wird man verstchn , warum ich vorhin (Note 36.) eine 
Combinatitm mehrerer Wach 'lachen Ketten mit der leicst tu treffenden 
Veranstaltung empfohlen habe, das« man die einzelnen Glieder a cr Kette 
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to Verhältnisse zu kommen, wo er (in günstigerer Lage als seine 
gegenwärtige ist) die hierüber gemachten Erfahrungen benutzen 
und weiter verfolgen kann. Denn nun wird der aas reio wissen- 
schaftlichem Interesse vorzugsweise von ihm zum Studium ge- 
raachte Hauptpunkt der Galvanoplastik auch in technischer Beziehung 
zum Hauptpunkte werden. Handelt es sich nämlich blos von Er- 
zeugung bildsamer fester Metallmassen: so kommt es, wie vorhin 
schon gesagt, vorzüglich auf Verkleinerung der Krystalle an, -so 
dass sie wo möglich ganz unwahrnehmbar sind und die sogenannte 
amorphe Bildung hervorgerufen wird. Man muss also die krystal- 
liniscne Bildung eben so gut befördern als vermeiden lernen. Bei 
jener vorhin erwähnten Verzionung der Stecknadeln weiss man 
recht {rut, dass sie auch mit Alaun ohne Weinstein gelingt; 
aber sie wird matt, d. h. tlie kry stallelektrische Kraft gewinnt an 
Stärke, so dass kristallinisch "ausgebildete Elemente vorherrschend 
zu werden anfangen, wodurch die Oberfläche ein mattes Ansehn 
bekommt 44 ). Der Ueberzug eiserner Kanonen mit Kupfer wirkt 



abwechselnd in die Voltaische Coinhinalion aufnehmen und abwechselnd 
partiell sehliesseu könne, nm eben dadurch eine Verschiedenartigkeit in. der 
kristallinischen Bildung anzuregen. Oefters «ah ich. jene Zuckungen beson- 
ders dann mit grosser Heftigkeit entslehn, wenn die mit Blase umbundene 
Kohrs, woran sich an einer Stelle in concen trirter Kupferauflösong fes- 
tes Cämenlkupfer angesetzt hatte, in eine verdünnte Kupferauflösung über» 
getragen wurde. Als Nebeubcdingung ist dabei tlie Einsetzung einen frisch 
abgefeilten Zinkdrahles hervorzuheben, um die Bildung neuer kryslallini- 
scher Elemente neben deu schon in fester Form gebildeten so anzuregen, 
dass sie damit in Conlact kommen im Entslebungsmomcnle. — Vom Dimor- 
phismus (der vielleicht durchgreifender ist als man gewöhnlich annimmt) 
scheint also die elektrische Erscheinung abzuhängen, so wie die Ldckler- 
scheinung nach Rosc's Beobachtung bei Audösung glasartigen Arseniks in 
Salzsäure entschieden vom Dimorphismus abhängt. Damm sah ich nicht 
sogleich bei dem ersten Anflug der Krystalle, sondern erst bei dem Con- 
tact eines secundären Anfluges mit dem primitiven die Lichtblitze eintreten. 
Sehr' wesentlich kommt es auch hier auf eiueu gewissen Grad der Verdün- 
nung der Auflösung an. — Man sieht den Parallel ismus beider Erschein na- 
gen (der optischen und elektrischen),' worauf schon früber aufmerksam, ge- 
macht wurde. Um iibtigens zu zeigen, wie dergleichen scheiubar blos 
theoretiKch interessante Dinge auch praktische ^Bedeutung gewiunen können, 
will ich noch folgende flüchtige Bemerkung anreihen. Es bat mich bei eini- 
gen Versuchen überrascht, dass sebr kleine Zusätze vou Weingeist zur 
Kupferauflösung in weil höherem (irad, als zu erwarten war, jenen eben 
erwähnten, von Kryslallclcktricität abhängigen krampfhaften Zuckungen der 
Magnetnadel entgegenwirkten, sie wenigstens modiiieirten durch Abkürzung 
der momentan eintretenden Zuckungsperioden. Wenn nun, was der galvano« 
plastischen Kristallbildung günstig (nämlich ein gewisser Grad der Ver- 
diinnung der Kupferlösung) diese krampfhafteu Zuckungen befördert, so 
könnte man umgekehrt vermuthen, dass vielleicht ganz kleine Zusätze von 
Weingeist jener galvanoplastischen Krystallbildung , welche man lechnisen 
zu vermeiden wünscht, entgegenwirken, uud also in den von de la Rue 
sngsfükrten Fällen, wo die krystallinische Bildung störend wirkt, der ex- 
perimentellen Vi iilung zu empfehlen sein möchten. Es fragt sich nämlich, 
ob neben dem Dauplgesichtspunkt, der elektrischen Leituug, nicht noch 
andere Ncbengesichtspunktc zu beachten seien (vergl. Note 44* u. Nr. 5.)« 

**) In krystaliogenetischcj: Hinsicht hat man es also bei jeuer ältesten, 
auf Zinn sich beliebenden Galvanoplastik weiter gebracht, als bei der 
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dem momentanen Zerspringen und Umherschleudern der zersprun- 
genen • Stücke l entgegen . zu welchem Zw ecke u m ^el eg te Hinge 
von trehämm c i tem Kupfer nicht genügen Wollten. E« wird 
also darauf ankommen, da* Kupfer so weich als »Belieb »u er 1 
halten. Und da Wach schon im Jahr 1829 auch andere Metalle 
als Kupfer in fester Gestalt galvanoplastisch dargestellt 4i at : so 
lägst sich fragen; durch welche ( -ombiriation von Metallen in noch 
höherem Grad eine der Elastieitfit analoge, dem momentanen 
Zerspringen und Umbersch lendern durch die Verschiedenartigkeit 
der Cohäsion entgegenwirkende Kraft hervorgerufen werden könne? 
(Vgl. Note 40;): Aus diesem Gesichtspunkte scheint sich noch 
ein viel weiterer Kreis technischer Anwendung zu eröffnen. 

• ' • 

i;'-..' , . . • l - 

J|*llÜ|*»'T' 'Ii Will * : "< i r' \'' ' i if C .' 

neuern auf Kupfer aich bezieh enden« Alle, welche sich mit letzterer be- 
schäftigt haben, geslehu zn, das» sie noch ein sehr unsicheres Handwerk 
»ei, eben weil, wie de la Rue in der -vorhin (Note 43.) angeführten Ab- 
handlung hervorhebt, die Kupfcmiederschläge bald deutlich krystallinisch, 
bald schwach "krystallinisch, hämmerbar, sandartig oder schwammig Mnd. 
„In der Hegel", fugt er bei, muss man suchen, den hämmerbaren Nie- 
derschlag hervorzubringen; bei aller Uebnng und Geschicklichkeit bleibt es 
jedoch 'sehr schwierig, ihn eine Zeit lang gleichförmig zn erhalten." — • 
Noch «ndere die Anwendung der Galvanoplastik auf unangenehme Weise 
beschränkende , eben mit dieser Kryslallogenie zusammenhängende Nehenbe- 
ziehnngeu bringt er zur Sprache. Es ist daher auffallend, dass man noch 
nicht, wie bei der anf Zinn sich beziehenden oben erwähnten Galvanoplas- 
tik, auch bei Kupfer eine Combination verschiedener Satzverbindungen des- 
selben in Anwendung % zu bringen versucht hat. Ucbrigens hat sich nament- 
lich bei Verkupferung des Eisens und Zinks das weinsteinsaure 
Kali-Kupferoifyd besonders vortheil haft Rezeigt (s. Eisner 's Abhandl. 
in Dingler's polvtechii. Journ. 1845. B. 97. S. 429.). Auf ein Mittel 
znr vorläufigen krystallogenetischen Orientirung machte ich in der Note 43. 
aufmerksam , welches man hei der in Note 36. angegebenen Verfahrungsweise 
ohne allen Zeitaufwand benutzen kann. Jenen krystallelek Irischen 
Erscheinungen , welche die Bildung des festen Cämentkupfers hegleiten, reiht 
sich übrigens noch eine elektrochemische an, welche de 1» Rue mit 
folgenden Worten erwähnt: „Eine sonderbare Eigenschaft der galvanischen 
Copien besteht darin, dass man sie nickt mit Zinnoberfarbe abdrucken kann, 
was doch hei den gewöhnlichen gestochenen Kupferplatten der Fall ist; 
überzieht man eine solche Copie mit Zinnoberfarbe, so wird, nachdem einige 
Abdrücke . gemacht sind, der Zinnober schwarz, und wenn man mit dem 
Drucken fortfährt,, so wird das Kupfer weiss und es schlägt sich so viel 
Quecksilber anf seiner Oberfläche nieder, dass ihr die Farbe nicht mehr an- 
hängt. Ich glaube, dass die poröie nnd offene Structnr der galvani- 
schen Copie die einzige Ursache der Zersetzung des Zinnohers ist, und dast 
die Reinheit de* Kapfers dazu nichts beiträgt." — Statt „poröse und 
offene Structur** wird man wissenschaftlich schärfer schreiben müssen 
key st alli nische Structur, da de la Rue selbst hervorhebt: „so sorg- 
fältig man auch einen galvanischen Niederschlag hervorbringen mag, so be- 
weist doch die Beobachtung desselben unter dem Mikroskop, dass seine 
Structur im wesentlichen immer krystallinisch ist." — Da nun diese krystal- 
Xinische Structur die Zersetzung des Zinnobers bewirkt : so wird man auf 
elektrochemischem Standpunkte die Wirkung der Krystallelektricität nicht 
ru -verkennen vermögen, besonders nachdem die krystall elektrischen Erschei- 
nungen hei Bildung dieses festen Cämentkupfers durch die Zuckungen der 
Magnetnadel nachgewiesen. 

Theil X. 10 
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5. Aus Liebe zur Wissenschaft und im Interesse für diese 
min zum Kriegsgebrauche benützte, von der hiesigen l*iiiversitat 
ausgegangene Gründung muss ich wünschen , dass die Hingebang 
belohnt werde, wodurch sie allein ins Leben gerufen werde» 
konnte, und dass also der Erfinder jeuer auf eine so gewinnbrin- 
gende Weise benutzten coustanteu galvanischen Kette nun als 
Alaun in den besten Jahren einen angemessenen Wirkungskreis 
linde bei den im Grossen vorzunehmenden Arbeite«, wobei man 
aber auch fortdauernde Studien in kleinem .Massstabe nicht wird 
versäumen dürfen. Selbst den Mnnsfeldischcn kuptervegetationeji. 
von welchen die Aufsuchung der Gesetze < ohärenter Metallhilduug 
angeregt wurde, scheint es nun zweckmässig ein erneutes Stu- 
dium zu widmen. Denn die Proben von dem in Eisleben im Gro> 
sen gewonnenen Cämentkupfer , welche ich aus dem Jahr 1822 
noch vor mir habe, zeichnen sich zum Theile durch grosse ZähL' 
keit und Weichheit aus. Auch Plümicke hebt die Weichheit 
und Zähigkeit dieses Cämentkupfers mit der Neheubemerkun^ hei 
-vor, dass besonders das haar- und drahtMrmige einen hohen Grad 
der Reinheit zeige. Und doch wird dieses Cainentkuufer aus sehr 
unreiner, nach dein dritten Versieden übrig bleibender sogenann- 
ter Schwarzlauge gewonnen. Und nach der von Plümicke an- 
geführten Analyse Hermann's enthält der aus dieser Schwarz 
lauge gewonnene schwarze Vitriol ausser Kupfer und Eisen 
vornehmlich Zink, Nickel, Kobalt, Blei, Alangan und aus- 
serdem Spuren eines vielleicht noch unbekannten Metall* 
Von allen hier genannten Metallen ist keines ausser Blei auf nas 
sein VVetre mit Eisen reducirbar; und selbst das Blei ist gemäss 
den von Wach angestellten Versuchen (S. 60. seiner Ahhandl.) 
bei dieser Reductionsweise nicht als metallisch feste Bleivegeta 
tion darzustellen ; auch ist seine Verwandtschaft zu Kupfer so ge- 
ring, dass man eine Legirung auf nassem Wege kaum erwarten 
kann. Die Hervorrufung der Cohärenz des reducirten Metalls tritt 
also hier in den Rang eines chemischen Scheidungsmitteis d< s 
Kupfers vom Blei. Zugleich aber bietet sich die technische Auf- 
gabe dar, zu untersuchen, ob nicht vielleicht die eben bezeich- 
nete Verdünnung der Kupferlosung mit andern nicht reducirbaren 
Metalllösungen zur Beförderung der Weichheit und Zähigkeit des 
in fester Gestalt reducirten Cflinentkupfers mitwirken könne. Denn 
da von der Art der Elektricitätsleitune die Hervorrufung der Coh.1 
renz abhängt; so kann schon den allgemeinen elektrischen Lei- 
tungsgesefzeu gemäss eben so wenig die Art als der Grad der 
Verdünnung einer Metalllösung gleichgültig sein für die Bildung 
form des in fester Gestalt zu reducirenden Metalls (vgl. Note 43. 
und 44.). Ein neuer Weg eröffnet sich hier zur Erforschung nicht 
blos wie bisher der elektrischen Leitungsgesetze überhaupt, son 
dern speeiell der elektrochemischen. In solcher Weise wird das 
Studium der feinsten elektrochemischen Beziehungen Hand in Hand 
gehn mit der grossartigsten Anwendung cohärenter, auf galvani- 
schem Wege dargestellter Gebilde zum Kriegsgebrauche. 

f>. Zum Schlüsse bemerke ich noch, dass die schwache aber 
constante galvanische Kette, wie sie zuerst Wach, und zw ar auch 
schon als mehrgliedrige angewandt, uanz in ihrer ursprünglichen 
Schwäche (nämlich ohne stärkere Schwefelsäure zu gebrauchen 
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am positiven Pol, als die. durch galvanische Zersetzung des Kup- 
fervitriols selbst gewonnene ist) zu telegra oh i sehen Zwecken bei 
den in den Preuesischen Staaten angelegten Eisenbahnen gebraucht 
wird. Das reducirte Kupfer bringt dabei noch einen Nebengewinn. 
•Statt der Blase dient der auch schon Von Wach benutzte schwach 
gebrannte Thon, Es stehn nämlich kleine Becher von schwach 
gebranntem Porzellanthon in det Kunferam'lusung, umgeben von 
einem starken Kupferbleche , während Zink im gehörig durchnäss- 
ten Becher steht, worein gewöhnliches Brunnenwasser zu ni essen 
genügt. Eine Kette von 4-tf Gliedern ist hinreichend, ein kleines 
hufeisen förmig gebogenes weiches Eisenstäbchen , au dessen Enden 
sich mit zahlreichen Multiplicatorwindungen (aus so dfinnen Dräh- 
ten , wie sie bei den empfindlichsten Multiplicatoren angewandt 
werden) umgebene Rollen befinden, so stark zu magnettsiren, das« 
«s einen kleinen Anker an sieh zieht, der augenblicklich (wo- . 
zu Herr Leonhard, der diese Telegraphen anlegt, auf eben so 
einfache als sinnreiche Weise einen schwachen uegensrrom be- 
nutzt) wieder abfallt, sobald die Kette aufgehoben wird. Ein 
Uhrwerk regelt die Aufhebung und Schliessung der Kette, wäh- 
rend die Bewegung des kleinen Ankers ein Kleines Steigrad In 
Umlaut' bringt, woran ein Zeiger, auf der Reihe nach geschrie- 
bene Buchstaben hindeutend, befestigt ist Durch einen mehrere 
Meilen langen Kupierdraht wirkt die schwache Wachische Kette, 
während der nasse Boden durch Einsenkung von Drahten in Brun- 
nen an den Stationsorten als zweiter Leiter benutzt wird. 

f Die Kette Daniel Ts unterscheidet sich von der Wach' ischen 
blos durch Anwendung stärkerer Schwefelsäure. Auch Wach ge- 
brauchte naturlieh diese öfters In bedeutender Stärke; aber es 
kam zur Hervorrufung der Cohärenz reducirter Metalltheile nicht 
auf Verstärkung, sondern auf Schwächung der Kette an. Und 
vdi diesen auf Schwächung der Kette sich beziehenden Versuchen 
hatte er daher seinem Zwecke gemäss allein zu sprechen 4 *). — 
Auch zu tel «graphisch en Zwecken gebraucht, wie vorhin schon 
gesägt« Herr Leo nha rd nicht die stärkere sogenannte Dan | e II»- 
»che Kette, sondern die ursprüngliche schwache Wachische zeigte 
sich ihm vorteilhafter. War ia doch Barlo w, der zur BesÜm- 
nmng des Gesetzes der Elektricitätsleitung durch lange Drähte 
Hare's Calorimeter gebrauchte, sogar zu dem Resultat gekom- 
men, dass sich die Intensität der Ströme sehr rasch vermindere 
nach dem umgekehrten quadratischen Verhältnisse der 
Distanz, woraus er schloss, „dass die Idee elektrische 
Telegrapheü zu construiren chimärisch sei." Ich zeigte 
aber schon damals (s. Jahrb. d. Ch. u. Ph. 18*25. B. 44. S. 119. u. 
365.) durch sehr leicht zu wiederholende Versuche, dass, während 
starke elektrische Ströme bedeutend geschwächt werden bei dem 

1 — i , < ;•!»••,, 

4& ) Der Versuch, welcher auf der zar Abhandlung gehörigen Kupfer- 
tafel Fig. 4. dargestellt, wo Zink- und Kupferblech durch Blase getrennt 
iu -vier Gliedern Voltaisch comblnirt sind, hat die Absicht, zu zeigen , dass 
die Vollttiscne Combi nation durch Eins ch i e Ii u n g uoru$er Lei- 
ter stets geschwächt wird, ja sojrar, wenn man dne doppelte Scheide- 
wand Ton Blase anwendet, nämlich auch da* Kupferblech in eine mit Blase 
unten umhondene Röhre briagt, ganz unwirksam gemacht werden knnu. 
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Durchgänge durch lange Drähte, ganz schwache Ström« unver- 
mindert an Kraft hindurchgehn. Eben weil ich sogleich nach der 
berühmten Entdeckung Oersted's, der eine Funken gebende 
Säule zur Darstellung der elektromagnetischen Erscheinungen ver» 
langte, in meinen physikalischen Vorlesungen auf die unvermin- 
derte Kraft, mit welcher schwache Ströme durch lange Leiter 
gehn, aufmerksam wurde: so fährte solches mich unmittelbar hin 
zur Co Instruction des Multiplikators (s. Journ. d. Ch. u. Phys. ß. 32. 
S. 48. u. B. 33. S. IL). Und nun bewährt sich die Bedeutsam- 
keit schwacher Ströme auch in telegraphischer Beziehung viel- 
leicht durch dieselbe krystallelektrische Einwirkung, die sie ver- 
anlasst, Cohiision reducirter Metalltheile hervorzurufen. 

Bei der Wachischen constanten Kette war (weil vier Ele- 
mente zur Natur derselben gehören) die Einschiebun§ eines po- 
rösen Leiters unentbehrlich. Er schadete auch hier nichts, weil 
es blos auf schwache Ströme ankam; vielmehr diente er zur 
beabsichtigten Hemmung der Schnelligkeit des elektrischen Stroms. 
Will man starke elektrische Ströme haben, so bleibt die Einschie- 
bung schlechter Leiter, was poröse Körper nimmer sind, stets 
ein Üebelstand, den man blos durch die unvermeidliche Notwen- 
digkeit entschuldigen kann. Gerade aber diese unvermeidliche 
Notwendigkeit glaubte ich in Zweifel ziehn zu müssen. Und 
der fünfte Abschnitt vorliegender Abhandlung in ihrer ursprüng- 
lichen Gestalt hesog sich darauf, die porösen Halbleiter nicht blos 
bei der Kohlenbatterie Bunsen's, sondern auch (in Erinnerung 
an Volta's thermoxydirtes Gold) selbst bei der Piatinakette 
Grove's entbehrlich zu machen, indem man nämlich ebenso wie 
dje Kohle (was schon bei der thermoxydirten Kohle ßrugnatel- 
li s vorhin zur Sprache kam) so auch Platin vor Construction der 
Batterie mit rauchender Salpetersäure (oder besser mit einem Ge- 
misch aus concentrirter Schwefelsäure und rauchender Salpeter- 
säure) ladet und auf entsprechende Weise durch Aetzkali (wo- 
von vorhin gleichfalls schon die Rede war) auch die Zinkplatten. 
Eine zu diesem Zwecke bequeme Vorrichtung brachte ich in Vor- 
schlag, berechnet auf schnelle Zusammensetzung der Batterie und 
eben so schnelle Aushebung und Ladung der einzelnen Elemente 
derselben. Wenn es nämlich in der neuen Ausgabe von Gehler's 
phys. Wörterb. B. VIII. S. 114 heisst: „Ritter 's sanguinische 
Hoffnung, durch die Ladungssäulen die galvanischen Wirkungen 
ebenso verstärken zu können, wie man die Wirkung der gewöhn- 
lichen Elektricität durch die elektrischen Batterien verstärkt, ist 
nicht in Erfüllung gegangen:" so suchte ich zu zeigen, dass sie 
wirklieh in Erfüllung gegangen auf eine Weise, die allgemeines 
Aufsehen erregte, und doch gerade aus diesem Gesichtspunkte 
nicht beachtet wurde. Ich meine nämlich jene Hoffnung Ritter*« 
sei in Erfüllung gegangen durch Grove's Piatina- und ßunsen's 
Kohlen -Batterie. Ja ich glaube, wenn man diese Batterien aus 
dem oben bezeichneten Gesichtspunkt auffasst, dass jene Hoffnung 
Ritters dann noch in höherin Grad in Erfüllung gehn könne. 
Einige Collegienversuche, welche ich in diesem Sinne mit Kohleacy- 
lindern Bunsen's anstellte, die auf Brugnatelli's Weise geladen 
wurden, fielen, wie schon vorhin erwähnt, günstig aus für meine 
Ansicht. Wäre die Assistentenstelle bei unsern physikalischen 
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Cabinete» nicht blos, doo gegebenen Verhältnissen gemäss, mit 
Studenten zu besetzen, oder wäre es nicht so schwör, junge 
Männer zu finden von solchem experimentellen Eifer Wie Wach 
war, als er hier seine nhannaceutisch -naturwissenschaftlichen 
Studien machte: so hätte ich leicht sogleich auch mit Beziehung 
auf G rov e s Batterie *•) eine Reibe von Versuchen vorlegen können. 



*•) Bt sei mir erlanht, die gross« Ausdehnung des experimentellen 
Feides zu bezeichnen. Bekanntlich deutet der Aufdruck katalv tische 
Kraft, eine Wirkung au durch blose Gegenwart eines andern Körpers. 
Und diese Wirkung durch blose Gegenwart wäre streng erwiesen, wenn 
'wirklich der Einflute des Platins auf Knallgas kein krystallelek- 
triacker (vgl. die ins Philos. Magaz. and Journ. Jul. 1824. vol, 64. 
nus dem Journ. d. Ch. u. Ph. B. 39. 5. 214—250. übergegangene Abband- 
lung, sowie B. 40. S. 237. u. B. 63. S. 377.), sondern einzig und allein 
-vou der Reinheit der Oberfläche des Piatina abhängig wäre, welche 
letztere Ansicht nun allgemein gelleud geworden. Sie beruht auf der im 
Jahr 1834 pnblicirten sechsten Reihe experimenteller Untersuchun- 
gen von Faraday, deren Haoptjitellcn ich den von ihm gebrauchten Num- 
mern gemäss (nach der lieber», in Poggend. Annal. der Pkys. B. 33. 
S* 149 ff.) anführen will. Dm nicht Mos positiv elektrisirle Pialina plat- 
ten das Jtna lies s zur Vereinigung ditpunirten , sundern „auch negativ elek- 
trieirte wirkten , wiewohl n i ch t s o k r ä f l i g " : so kam Faraday (N. 590.) 
aof die Idee, „dass die Wirkung nicht von der Eleklrisirung derselben ab- 
hänge, sondern vuu irgend einer Struclur oder Anordnung der Thcilcben, . 
die es während der Verknüpfung mit der Säule erlange, die aber dem Plaliu 
zu allen Zeiten angehöre und sich immer wirksam zeige, sobald 
mir dessen OberBächc vollkommen reiu sei." Es wurden daher (N . 599.) 
„ Piatinplatten, die auf ein Gemenge von Sauerstoff und Wasserstoff keine 
Wirkung hatten, mit einer Lösung von Aetzkali gekocht und darauf in 
die Gare gebracht ' r sie zeigten sieb bisweilen recht wirksam, bisweilen aber, 
nicht, lu den letztem Fällen, achloss ich, war die Uni einigkeit von der 
Art, das» sie nicht durch blose l.ösekraft des Aetzkalis entfernt wurde; 
denn wenn ich dieselben Platten mit etwas Schmirgel nnd der nämlichen 
Aetzkalilösung abscheuerte , wurden sie wirksam." Nach N. 605 war „die 
vorteilhafteste Behandlung des Platins, ausser dessen Gehrauch zum positiv, 
vea Pol in starker Säure, folgende: Die Platte wurde über die Flamme, 
einer Weingeistlampe gehalten , nnd wenn sie heiss geworden , mit einem 
Stück Aetzkali geriebeu ; der Ueherzug, welchen das schmelzende Kali 
auf dem Platin bildete, wurde 1—2 Minuten lang in Fluas erhalten und 
das Platiu dann zur Fortschaffung des Aetzkalis 4 — 5 Minuten laug in Waa- 
ser gehalten, abgeschwenkt und etwa ein* Minute lang in heisses Vitri- 
ol öl getaucht.; aus diesem wurde es in deatillirtcs Wasser gebracht, und 
nur Entfernung der letzten Spuren von Säure 10—15 Minuten lang darin 
gelassen. Wenn es dann in ein Gemeng von Sauerstoff und Wasserstoff ge- 
bracht wurde, begann die Vereinigung sogleich und schritt rasch fort; die 
Röhre wurde warm, das Platin rothglühend und der Gasrückstand entzün- 
dete sich. Diese Wirkung konnte nach Belieben wiederholt und ho das 
Maximum der Erscheinung ohne Hülfe einer Voltaischen Rat- 
t er i e h er v o rg e brach t w e r den. " — So weit Faraday, dessen Ver- 
such entscheidend wäre für eine neue (von der elektrischen verschiedene) 
sogenannte katalytiscke Kraft, wenn wirklich durch Behandlung mit hei»- 
aem Aetzkali und heissem Vitriolöl Mos gereinigt und nicht zugleich elek- 
trisch geladen worden wäre, was ja selbst dem ursprünglichen Verauch« 
Doherciner's gemäss schon durch die dabei angewandte Erhit/.ung gc- 
schehn konnte. Entscheidend gegen die Rciuigungstheorie ist es, das» der 
Versuch sich n i cht umkehren lässt, sondern heisses Vilriolöl, dessou 
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Nun aber schloss ich jene Abhandlung mit folgenden Worten: 

„Ich bezeichnete lediglich die Experimente , welche anzustellen 
wären, uro jüngere Manner einzuladen zur Ausführung derselben. Mei- 
nen verewigten Freund Ritter woIHe ich gleichsam redend einfuhren, 

r!< «l ; • « , • ' ' ' «Hill 

r • \ .4 . * . *. ■ , ,i , - « j • 

Einwirkung der einer positiven Elektrisirung gleichbedeutend, immer 
znletzt angewandt werden inuss. Versuche anderer Art zur weitern Aufkla- 
rnng dieser (mit den schon im Jahrb. der Chemie und Physik 188t. 'B. 83. 
S. 375 — 380. besprochenen nahe zusammenhängenden)' Erscheinungfen *ind 
zusammengestellt in einer bei der Versammlung der Naturforscher in Stras- 
burg im Jahr 1842 von mif geschriebenen Abhandlung. Die Bedeutsamkeit 
des Contacts der am positiven oder negativen Pole sich anhäufenden (d. h. 
hydroelektrisch negativen oder positiven ) Körper für elekt rieche ; Ladung 
wurde mich dadurch dargethan, das» (worauf meines Wissens 'zuvor noch 
niemand aufmerksam war) cide -Platinkette , durcli elektrische Ladung nach 
Ritter'» Weise dargestellt, Im Contacte mit Knallluft sich polarisek 
umkehrt. Zugleich wurde nachgewiesen, dass Hydrogeh es ist, welches 
durch seine Wirkung anf positiv an der Voltaischen Süole geladene» Platin 
dies« TJmkehrnng bewirk! (zuweilen sogar unter den dort erwähnten krampf- 
haften Zuckungen der Magnetnadel im Multiplicator). Ich sage „positiv an 
der 'Voltaischen 8 a n 1 e geladenes Platin", weil die TJmkehrnng der La- 
dungskelte durch Einwirkung des Hydrogeos nicht »o leicht erfolgt, wenn 
das Platin durch Erhitzung — nach der ursprünglichen Weise Döbe- 
reiner's — positiv geladen wnrde. — - Zugleich zeigte ich, dass positiv gela- 
denes Platin auch reines Hydrogen , und negativ geladenes auch reine» Oxy- 
gen in Wasser rerwandle, wobei allerdings eine hydroelektrische Kette 
einwirken mag, die aber anders aufzufassen ist, als unter der Form einer 
Kette aus zwei Flüssigkeiten ift Contact mit einem Metall. Denn dicee Auf- 
fassangsweise kanu nur so lange gelten, als feuchtes Platin in der Z. B. 
halb mit Hydrogen erfüllten Rohre tbeilweise sowohl mit Hydrogen als 
mit Wasser in Contact ist. Jedoch die Verminderung der Knallluft durch 
positiv (oder anch negativ) geladenes Platin dauert fort, auch wenn Platin 
ganz von Wasser bederkr lsl* ( wie ich dies» oft gesebn, da ich den interes- 
santen Faradayi»ehen Versuch sogleich zum Collegienversuche gemacht) ; und 
dasselbe findet statt, wenn anstatt Knallluft reines Hydrogen oder reines 
Oxygeu angewandt wird, nur dass alsdann die Wirkung viel langsamer er- 
folgt. Wenn also anch das vom Wasser verschluckte Oxygen und Hydro- 
gen im Contacte mit Platin sich in Wasser verwandelt: so ist die wirk- 
same elektrische Kette in den Elementariheilen des Platins selbst zn suefoea, 
wie 1 ich die Ladungserscheinung stets aufgefasst. Das am positiven Pol' ge- 
ladene Platin erscheint, verglichen mit der gewöhnlichen Voltaischen Kette, 
als eine Kette, worin die positiven (dem Zink analog wirkenden) krystall- 
elek Irischen Pole geschwächt und zum Theil ganz unterdrückt, und dafür 
die negativen Pole um so mehr gehoben sind. Da nnn wenig Zink viel 
Kupfer in Actlon' setzen kann, und diese Kette viel kräftiger wirkt, als 
wenn Zink und Kupfer eleich gross sind, oder Zink die relativ grössere 
Ausdehnung hat (wie ich durch die in Briefen an Ritter beschriebenen gal- 
vanischen Combinationen nachgewiesen): so hegreift man, warum anch bei 
den Ladungsphänomenen der analoge Fall tintritt und das positiv geladene 
Platin in dem vorhin angeführten Faradayischen Versuche stärker auf Knall- 
lnft wirkt als negativ geladenes Platin. Was aber die Einwirkung des ge- 
ladenen Platins anf reines Hydrogen und reine» Oxygen anlangt: so werden 
die von mir im Jahr 1842 darüber publicirten Beobachtungen bestätigt durch 
die im Jahr 1845 mitgetheilten Beobachtungen von Smee (s. philos. 
Magaz. Ser. III. Vol. XXV. S. 434. übers, in Poggend. An nah 1813. 
N. 7. oder B. 85. S. 470.)* Smee nämlick brachte Platinstreifen, woran 
PlatinscliAVamm angeackweisst war (wobei aie offenbar dnreh Erhitzung poti- 
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trte Mwmft lttziefcuftff auf seine La4itn?*säule jetzt sprechen wtrde, 
*venn w n«rh unter uns wftre. Der Vorwurf, welchen man ihm 
gemacht hat, dass er mehr speculatWen als praktischen Geist ae- 
xeist, trifft nicht sowohl ihn , als seine Lebens -Verhältnisse. Er 
ist begründet überhaupt In der au wenig praktischen, blos auf Do» 

.\ ') / '. • i «.■•; «• •'• . :. r; I 1mm lÜ^/tl*! "»'II •"•!•«« 

tiv celaden Wurden) In {Hksrohreto, die mit, Chtdrpläeinj' öder Chlofgold, 
Oder eidbrpaltadialft, oder salpelersaurem 'Silber erfüll* Waren, und He sa 
dann Hydrogen aufsteigen in die Röhren, so das« der PlatiUttrWfen zur 
Hälfte im Hydrogen, zur Hälfte in der Mctallösung sich befand. Nun sah 
er den Ä»^nsfreifen sich mit einem Ußbcrzüge de« redneirten Metalls be- 
decken, wahrend das Hydrogen sich verminderte. Er achlieast 
daraus, da* Metall sei dufcb Hydrogen reducirt worden. Jedoch die Ver- 
minderung des- Hydrogen« ist «in 'Ausdruck der Einwirkung desselben auf 
ijositiv geladenes Platin, dessen Ladung dadurch geschwächt, ja umgekehrt 
wird, so dass es die Rolle eines unedlen Metalls spielt im Verhältnisse zu 
der in der Metalllösung stehenden Hälfte, an, welcher eben daher das Metall 
reducirt -wird. Um so beachlungsWerther muss aber nun die Verminderung 
des Hjdrogens scheinen, auch weun die Mctalliauflösung fehlt und der posi- 
tiv geladene Platinstreifen blos zur einen Hälfte mit Wasser, und zur an- 
dern Hälfte mit Hydrogen in Berührung ist. Macht man das Wasser alka- 
Uach, so hemmt man die Wirkung, welche begünstigt wird durch Ansäue- 
rung desselben. Ich habe schon in jener vorhin erwähnten Abbaridlung 
vom Jahr 1942 zugegeben, dass man im Sinne der gewöhnlichen Theorie 
die Erscheinung erklären kau*, Wenn man eben sowohl ein hydrdgeuirtea 
als ein oxydirtes Wasser annimmt. Sonach würde bei diesem Versuche eine 
ComhiuatioU der Wasserzerlee;ung und der Wasserbildung sich una gleich-' 
zeitig vor Augen stellen. Und die Vereinigung; dieses Gegensatze* kommt 
vielleicht Öfters «och in andern Fällen vor, wo man nicht darart denkt J in- 
dem es z. B. j*anz naturgemass scheint, selbst int' sogenannten Voltameter, 
während Knallgas am geladenen Platin sich entbindet, zoglekh an Waaser- 
regencration durch Cottibirtallon eines, sei e« auch relativ noch so kleinen 
Antheils dieses Knallgases zu denken. Auf alle Falle ist die Sache dazn 
angelhan, uns aufzurufen zur Revision der ganzen Lehre von der Waascr- 
zerlegnug. Denn (wollen wir es nicht verkennen) selbst die alten berühm- 
ten auf Wasserzerlegung sich beziehenden Versuche Lavoisicr's (durch 
glühendes Eisen oder schmelzendes Zink) sind in neuerer Zeit -wegen der 
Anomalien, welch« sich darböte*, in Vergieichuwg mit deneu von der Wasser- 
»Udung aus Hydrogen und Oxvgen, obwohl diese alleinstehend nicht entschei- 
dend für die Tbeoric sind, zurückgesetzt und vernachlässigt worden. Und auch 
die galvanisch« Wasserzerlegung zeigt einige (mit der Metallladung 
int Sinne Ritter'» »Msammenhnnge«d<0 sehr heaebtungswertbe Anomalien, wo- 
von »cko« im Jahrb. L Ch. u. Fhys. 1828. B. 52. S. 234. u. 251. die Rede 
war. Darau reihen sich auch dio Anomalien, welche enlstehu, wenn man 
Wasserzerlegiuic. einleitet in zwei durch einen Zwischendraht verbundenen 
Gläsern.: Bezeichnet man z. B. den Oxygcudraht und deu Hydrogendraht 
von Platin, wel.be von der Säule ausgehn, mit 0 und //, und die Enden 
des die beiden Glaser verbindenden Platindrahles mit 0 und A: so stehn 
»t h in dem einen Glas« 0 und A, in dem andern 0 und ff gegenüber, und 
wenn 0' und o' die Volummenge des üx vgens, W und A 1 des Hydro- 
gen« bezeichnen: so iat 2.0'>A' und 2()'<^H' 9 obwohl 2.0'=/T und 
2,o' = h'. l\ iedem einzelnen Glase ist also die Wa^serzerlegutig gesetz- 
widrig, obwohl 2.0' — //' und 2.ö' = A' sich zeigen mag. Man kann aber die 
Gesetzwidrigkeit noch vermehren, wenn man einem dünnen Platiudraht einen 
PUtinstreifen entgegensetzt. Wollen wir die grössere Ausdehnung 
der Fläche deß Platinstreifena durch Einschliessung in Parenthese 
bezeichnen. Dabei »«eilte im gemeinen Brunnenwasser in der Art sich die 
Zerlegung dar r > » »ii i 
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citeo gestellten Einrichtung unserer Universitäten. Weit man auf 
deutschen Akademien nur nei anatomischen Theatern , nicht aber, 
(wie in Frankreich und England) auch in chemischem Laboratorien 
und physikalischen f anbieten formlich angestellte Präparatoren 
kennt; so war auch Kitter, gleich den meisten deutschen Profes- 
soren der Physik und Chemie, darauf angewiesen, vorzugsweise 
im Kopfe, d. h. theoretisch zu experimentiren , während, er bei 
praktischer Ausführung, isolirt stehend, gewöhnlich mit deq ersten 
Schritten zum Ziele sich begnügen musste." 

Schluss- Anmerkung. Es sei mir vergönnt, zum Schlüsse 
der Abhandlung noch einen Blick zu werfen auf die Einleitung 
xu derselben. Es war dort sogleich auf der ersten Seite von 
dreierlei Anwendungen der fortschreitenden Naturwissenschaft 



0 (Ä) 
1,78 2,35 



0>) ff 
0,78 2£. 



Man sieht, wie anomal die Zerlegung in jedem Glase ist, da in dorn Glase, 
worein der Oxygenpol der Säule geleitel wurde, 1,78.2 = 3,56, also zu 
▼ iel O xygen erhalten wurde in Vergleichung mit 2,35 Hydrogeu. lux zwei- 
ten Glas aber, worein der Hydrogcnpol der Säule geleitet wurde, ist zu 
wenig Oxygen. Es ist nämlich 0,78.2 = 1,56 ; also zu wenig Oxygen 
in Vergleichung mit 23 Hydrogen. Aber es ist 2(0'+0 ; ) = #*+A', nämlich 
1,78 +0,78 = 2,56 Oxygeu, und 2,35+2,8=5,15 Hydrogen } und 2,56.2 
3=5,12, was genau (bis auf 0,03) stimmt. 

Bei einem andern Versuch nicht mit combinirten Platinstreifen und, 
Drähten augestellt, sondern allein mit Platindrähtcn, aber von verschiedenem 
Durchmesser (indem 0 = Ojmm , Ä = 0 = 0,5«*"" und H— l mm im Durch- 
messer betrug), und wo in destillirles Wasser, das mit Schwefelsäure ange- 
säuert war, die Drähte geleitet wurden, betrug „ 

0 h 



18,5 35 



0 H 
15 32,5. 



Auch liier ist in einem der beiden durch den Platindraht ko (von 0,5"»"» 
Durchmesser) verbundenen Gläser des Oxygens zu viel in Vergleichung mit 
dem Hydrogen (indem 2.18,5 = 37, während nur 35 erhalten wurden). In 
dem andern Glas aber betrug das Oxygen zu wenig, da 2.15 = 30, während 
32,5 Hydrogen erhalten wurde. Jedoch 2(ö'+0') = h'+H' wenigstens ziemlich 
genau; da 18,5+ 15 = 33,5 und 35+ 32,5 = 67,5; aber 2.33,5 = 67. 

Grösser werden natürlich die Anomalien, sobald Chlor mit ine Spiel 
kommt , nämlich wenn Kochsalz haltendes Wasser angewandt wird. Und da 
noch so viele andere Nebenrücksichten in Betrachtung kommen, so hätte ich 
längst gewünscht, einen jungen Mann zu einer grössern Arbeit über diesen 
Gegenstand anregen zu können. Gegenwärtig (heile ich diese isolirt siehen- 
den si hon vor länger als zehn Jahren angebellten Versuche Mos darum mit, 
weil auth andere Anomalien bei der Ueherführung der Körper von einem 
Pole zum andern zur Sprache kamen (*. die Abhandl. von Danicll und 
Milier über die Elektrolyse seenndärer Verbindungen in den Phil, Trans- 
act. 1844 übers, in Poggend. An nah ß. 64. S. 18.) und weil bei der 
elektrischen Telegraphie die grosse Wirksamkeit der feuchten Leiter in mei- 
lenlanger Ausdehnung (durch welche momentane Uebergänge des Hydrogen« 
und Oxy cos von einem Pol zum andern, oder momentan sich fortpflan- 
zende ch mische Zersetzungen erfolgen müssten) zu neuen Untersuchungen 
über gewisse als längst entschieden betrachtete Gegenstände uns «ufrnfen. 
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Hie Rede, unter denen die zur Aufklärung der Dunkelheit 
des Alterthums , obwohl zuletzt genannt, doch keinesweges den 
letzten Rang einnimmt. Proben einer solchen Anwendung geben 
die ersten Hauptabschnitte der vorliegenden Abhandlung; und 
es zeigte sich , dass auf diesem Wege die Naturwissenschaft , in- 
dem sie uns die altertnümliche Kunst und Poesie von einer neuen 
Seite zeigt, zugleich einüussreich auf neuere Kunst und Poesie 
werden kann. '— Nur einen technischen Gewinn war man bisher 
gewohnt von der fortschreitenden Naturwissenschaft zu erwarten. 
Und auf dieses technische Gebiet führte uns der Anhang zu 
dieser Abhandlung. Davon aber, wie im Geiste fortschreitender 
Naturwissenschaft und durch die von ihr dargebotenen neuest 
Hülfsmittel nicht blos die Medicin, sondern überhaupt alte 
Vniversitäts Studien einen neuen Aufschwung gewinnen könn- 
ten; davon sollte nur nebenbei mit einigen Worten in der Note 32. 
die Rede sein. Jedoch schon meine erste Abhandlung über Ur- 
geschichte der Physik und den Zusammenhang des lieidenthums 
mit einer vorhistorische Naturwissenschaft (welche im Jahrb. d. 
Chem. u. Phys. von 1821. d. g. R. B. 31. S. 223—252. abgedruckt 
ist und im Zusammenhange steht mit dem, was in vorliegender 
Abhandlung in Note 15. 24. 26. 28. zur Sprache harn) führte so- 
gleich auf Gesichtspunkte hin, wie sie gegenwärtig von der in 
der Note 32. erwähnten Edinburgher medicinischen Mit- 
sionsanstalt ins Auge gefassi werden» Und eben darin tag 
eine grosse Ermunterung zur Fortsetzung jener Studien über 
Urgeschichte der Physik, welche, da sie den Schlüssel zur 
symbolischen Hieroglyphe darbot, immer umfangreicher und 
anziehender wurde, obwohl ich damit fast ganz isolhtstehn blieb 
(vgl. Note 14. «. 29.) seil einer so langen Reihe von Jahren. Im- 
merhin mag man sich eine solche Isolirung, welche vorsichtig und 
umsichtig zugleich macht, gefallen lassen bei theoretischen Din- 
gen ; aber bei praktischen (wie sie in jener an einen ursprunglich 
Leibnitz'ischen Plan erinnernden Note 32. zur Sprache kamen) 
ist sie um so schmerzlicher, besonders wenn man erwägt, dass 
(dem dort Angeführten gemäss) es leichter war in diesem Leibnitz- 
ischen Sinne auf Peking zu wirken, als das so ganz nahe tie- 
gende Ziel zu erreichen. Aus Indien brachte im Jahr 1837 der 
ehrwürdige Missionar Bernhard Schmid eine schöne zooioni- 
sche Sammlung mit für den in seiner nächsten Umgebung unbe- 
achtet gebliebenen Leibnitzianischen Verein. In demselben Jahr 
1837 war die Versammlung deutscher Naturforscher und Aerztc 
in Prag, welche Veranlassung gab von dieser schönen ostindi- 
schen Sammlung zu sprechen und im Leibnitz'ischen Geiste die 
neue Akademie in Wien zu begrüssen, welche schon damals im 
Plane war, der nun zur Ausfklirunp gelungen soll. Wirklich 
wurde sogleich damals diese zoologische Sammlung benutzt zur 
Bereicherung fies Museums in Wien, sowie des Universitäts- 
museums in Halle und eines Privatkabine ts in Hamburg. Dadurch 
gelang es wenigstens schnell genug, den Sammler in Ostindien, 
auf eine seine Erwartung übertreffende Weise zu entschädigen. 
Vieles aber ist noch übrig (vorzugsweise ostindische Vögel, welche 
der ausgezeichnete Omitholog Nitzsck noch kurz vor seinem 
Tode systematisch geordnet und bestimmt hat, wodurch die blos 
mit indischen Namen versehene Sammlung einen viel höheren 
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Werth erhieit). Umi dieser mihr ^lsUia Hälfte dir Sendmta 
betragende Ueberrest könnte, wenn ein angemessener Verkauf 
gelingt, nun wohl der Absicht des Uebcrhr Ingers gemäss am 
besten benutzt werden als erstes Samenkorn zu jenem Reises tl* 
pendiüm, wovon in Note 32. die Red*. Wo nicht* 7 ) t so bittet 
sich nun eine anderb Gelegenheit dar im Sinne der ursprünglichen 
Tendern jenes Leibnitzianischen Vereinst für welchen die Sammlung 
am Indien mitgebracht wurde, deh noch vorhandenen grössten 
' Tkeil derselben zu benutzen. Denn offenbar geziemt es sich, mit- 
zuwirken zur Förderung der naturwissenschaftlichen, namentlich 
botanischen Pflanzschule , welche der nach Ostindien zurückge- 
kehrte Dr. theol. Bernhard Sehnt id nun selbst anzulegen im 
Begriff ixt. Wie begeistert dieser höchst achtbare Missionar sei 
für die Idee einer wissenschaftlichen Propaganda) zeigt 
seht schöner Brief, welcher abgedruckt ist in den Blättern der 
Hamburger Börsvnhalle 1840. N. 1*25. S. 442. und im A Ii* 
gemeinen An x d. Deutsch en 1840. 2V. 137. & 1834., worin 
es unier andern heissti „die Mönchsklöster des finstem Mittel- 
alters schlössen das Wenige der Religiosität und wissenschaft- 
lichen Geistesthätigkeit, das noch in der Welt existirle, in tick 
ein und benutzten es zu ihrem Privatvortheile; — will Deutsch- 
land seine Universitäten jenen Mönchsklöstern ähnlich 
machen, allen Nutzen, den diese Hochschulen schaffen , nur 
für sich behalten und nur so viele Strahlen des Lichts der Welt 
zusenden , als gegen ihren Willen ihren Grenzen entschlüpfen ? " — 
Und das* Indien aus seinem Munde zu uns spricht , zeigen seine 
r)letjährigen in Indien gemachten Erfahrungen und Beobachtun- 
gen \, ' ton denen er eine Probe den in Nürnberg versammelten 
\ 1 • * * t \ 

• » ' . « • . ». I ..«V 

. . . , 

»' « \v » « . % . \ • « ..;».•'. , i », *•< . . t. ; » % . 

^* 7 ) Es liegt nämlich vielleicht im Plane der Berliner Universittt, die 
Örtche^ gegenwärtig iri eiller Periode theologischer Wirren «och eine Zeit 
lang ruh n *ti lassen. Wenigstens isi bis jetzt noch kein« auf diese Ange- 
legenheit sich beziehende Publicatioa erfolgt , end ich ' selbst wei*s davon 
nicht mehr, als wa» ich ins Jahr 1843 in der Vorrede de* Denkschrift *ur 
gäculatfcier der, Universität Erlanget! als acteumäasi^cn Auszug abdrucken 
licss. Da kürzlich in Iii l zig 's Annalen der Crimiualrechtspflege, foriges. 
Von Schiet t er, die den Tod meine» Bruders, der als Opfer seiner WUsen- 
scji* 




auF jenen an selftehV Grabe gestifteten Leihiiitzfanisehen Verein sieh bezog. 
"Nachdem die Königliche Genehmigung jenes Vereins mitgefheUt war,» heisst 
es zum Schlnsee : „nm rfieaem Verein auch elften fortdauernden Beweis *J»ä- 
Hger Th?ilhahme Zu geben, wird das Ministerium für denselben einen enge- 
totrssenen jahrlichen Beitrag auszuwirken suchen , muss si oh aber den ,de*- 
failsigen definitiven Beschluss bis aml . weiteres vorbehalten* " Unter diesen 
Umständen \ fugt die. Redaction jener Annalen folge n de Bemerkung bei: 
rtAJles kommt hier au* Pub lici t * t an; und auch die Red. d* 'BL bietet, 
obwohl diess nicht direot juridische Inicrossen berührt, zu diesem Excursc 
gern die Hand, besonders da man bis jetzt die Sarhc Mos in der Vorrede 
der Denkschrift zur Säcularfeicr der U n i ve r s 1 1 a l Kr I a n ge n Im 
August 1845 erwäluit findet; während von Berlin anVhiCfflher noch wiehi* 
pittilicirt wurde. Es ist zu wünschen , das« die versprochene voll* t 8 tt- 
'dice fiib.lt ca lion der hierauf sich beziehenden A c tcnatüeke \n 



dige^ rnhlication der hieran f sicfi beziehenden 
einem vielgelescnen Jonrtml erscheinen möge." 
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Philologen mittheilte* (S. Denkschr. zur Säcularfeier der Uni- 
versität Erlangen S. AI.). Gegenwärtig sehrieh mir derselbe 
aus Otta c am und (auf dem Blaugebirge Indiens) am 1. Jul. IH-H) 
von seinem Plane, dort ein wissenschaftliches Seminar für aus- 
erlesene junge hoffnungsvolle Indier unter jenen Bergbewohnern 
zu begründen , und namentlich auch seine botanischen Studien zu 
ihrer Belehrung zu benutzen, „ich habe", fahrt er fort, ..meinen 
Plan dem tüchtigen Botaniker Dr. Wight, Verfasser des Prodro- 
miis Florae Pentnsulae Indiae Orientalis und anderer Werke, vor- 
gelegt, der mir seine Bei hülfe rerspricht. Er ist jetzt nicht weit von 
hier in Coimbotoor angestellt. Aber mit diesen Ansichten und Pla- 
nen darf ich hier noch nicht her ndrtreten, wenigstem nichtunter den 
Engländern ; sie würden auf mich mit Mitleiden als auf einen 
wissenschaftlichen Schwärmer ebenso hinblicken, wre in 
Deutschland mancher auf müh als auf einen religiösen 8chtoäf*+ 
mer hingeblickt halten mag. Dieses zu errichtende Seminar muss 
daher durch Unterstützung deutscher wissenschaftlicher Männer 
vorzüglich fortgeführt werden, während die Erhaltung der drei 
Tamulischen und einer Hindostanischen Schule für Mohameda- 
ner und andere Ausgaben von den Engländern bestritten werden." 
Den Botanikern Ut Herr Jh. theol. Schmid vortheifhaft bekannt 
durch seine früheren Sendungen eben von diesem ostindischen 
Blaugebirge aus an den zu früh r crewigten Professor Zenker 
in Jena, der mehreres davon publicirte. Durch ähnliche Sen- 
dungen wird er denen Ersatz geben, welche geneigt sind, seine 
dem Ausland und, dem Vaterlande zugleich nützlichen Bestrebun- 
gen zu fördern. Sehr gern erbiete ich mich, die Zusendungen 
an ihn zu vermitteln durch Angabe des ron ihm mir brieflich 
bezeichneten angemessenen Weges dazu» Man zieht übrigens dem 
Dargelegten gemäss ohne mein Erinnern, dass blos theologische 
Einseitigkeit, welche durch Eigen Willigkeit in der Wahl der Mit- 
tel zum Ziele die Erreichung desselben erschwert, jenem im Leib- 
nitzischen Sinne begründeten Vereine ( wovon in Note 32. die 
Rede ist) ungünstig sein kann. Was darüber auf historischem 
Standpunkte zu sagen , habe ich dargelegt in der am 31. Octo- 
ber 1834 gehaltenen und auch in besonderen Abdrücken erschie- 
nenen Inuugurationsrede des Haitischen Unicersitätsgebäudes „de 
rebus inaicis Academiae Fridericianae inde ab ejus 
originc peculi ari quodam modo exitniague maiorum 
mun i / i centia com m endat in. " — Neuerdings aber gab mir 
Schubert' s Spiegel der Natur (welches Buch mit Rücksicht 
auf denselben unter Protection Seiner Königlichen Hoheit des 
Krojiprinzen von Bayern stehenden Verein zur Verbreitung nütz- 
licher Kenntnisse, von welchem schon vorhin die Rede war. ab- 
nefasst ist) ganz specielle Veranlassung, mich über gewisse 
llaup tfragen unserer Zeil auszusprechen (in der Allg. Lit. 
Zeit. Mai 1N4(>. N. W. u. löOj, und ich bitte besonders die dort dar- 
gelegten Zahlenresultate zu beachten, da deren gegenseitige 
I ergleichung allein schon aufrufen kann, einige Aufmerksamkeit 
dem zu schenken, was in jener Note 32. zur Sprache kam. 

•4K|I< * .»> ,'»»r»nI/F I »- . ff 1 i Iii«» j*»>. f|".|W|t ) f» 

+f r )m : u •» \,A lyfi n " »»ho// 
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lieber einen Satz von dem dreiaxigen 
Ellipsoid, von welchem die Grundfor- 
mel der sphärischen Trigonometrie ein 

besonderer Fall ist. 



dem Herausgeber. 



Die Formeln der sphärischen Trigonometrie auf das allgemeine 
dreiaxige Ellipsoid, von welchem die Kugel ein besonderer Fall 
ist» zu erweitern, ist mit mehrfachen Schwierigkeiten verknüpft. 
Nach verschiedenen derartigen Versuchen ist mir jedoch eine 
solche Erweiterung für jetzt . wenigstens bei der Grundformel der 
gesammten sphärischen ' Trigonometrie, welche die zwischeo den 
drei Seiten und einem Winkel des sphärischen Dreiecks Statt 
findende Relation ausdrückt, gelungen, und ich erlaube mir daher, 
den Satz von dem dreiaxigen EHipsoid, zu welchem diese Unter- 
suchung geführt hat, im Folgenden mitzutheilen, weitere Betrach- 
tungen Über diesen Gegenstand einer andern Gelegenheit vorbe- 
haltend. Zugleich enthält das Folgende, wie es mir scheint, einen 
wegen seiner Allgemeinheit sehr befriedigenden analytischen Beweis 
der Grundformel der sphärischen Trigonometrie, welcher vielleicht 
Dir die Leser des Archivs gleichfalls von einigem Interesse sein 
dürfte, da er im Ganzen auch nur wenige Vorkenntnisse aus der 
analytischen Geometrie — bloss einige der einfachsten und bekann- 
testen Grund formein dieser Wissenschaft — in Anspruch nimmt. 



Die Gleichung einer beliebigen Fläche in Bezug auf recht- 
winklige Coordinaten, die wir in dieser Abhandlung immer zum 
Grunde legen werden, sei 

v l) m ~f{x,y,z) ^0 

und ii) sei ein beliebiger Punkt dieser Fläche, so dass also, 
wenn wir der Kürze wegen 

•2) ti| =/fci*3ri>*i) 
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1 

setzen , 



Li) 1 U) 1 vJj 

3) tt l =/ , fe,yi,xi) = 0 



ist 
male 



. Die Gleichungen der durch den Punkt geleeten Nor- 

rie dieser FläcHe sind nach den Principien der analytischen 
Geometrie N i 

x—x x y—yi__~-h 

4) "ä^T"- ~ a«, 

SS Ö2j 

wo natürlich alle Differentialquotienten partielle Differentialquotien- 
teo sind. 

Ist nun die Fläche ein dreiaxiges Ellipsoid, dessen Gleichung 



1 



ist, so ist 




• ;.;{•»:.!;> ,,;. 

um] folglich 

a«_2ar 6m__2i/ Sm__2z 

7) ai— «* ' a y — &*' az— c 2 " 

Also sind die Gleichungen der durch den Punkt des Ellip- 

M.ids, fiir welchen 

■fBr^?!*)** tX*> »'Uli 

ist, gehenden Normale des Ellipsoids: 



f* ä 

Hfu<i. .«< - . .. . . ■ji. , 

-) i"> I '.<• ; I ■••-•■) il-j , 
10) a'(l-f-)=6»(l-£)= C *(l--), 

J UV A ;'A | t, > - | O .t. (Tf 

a* o 2 c 2 

H) -(^-ar,)=-(y'-^i)=-(J-ii). 

Sind jetzt {x^y^), (x 2 y 2 2^, (x s y 3 z 3 ) drei Punkte des EUip- 
soids, und folglich 



oder 



oder 
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1-) 



(#1 (?)'• (?)'-. 



so sind nach dem Vorhergehenden 



f g — *\v_!_y - 3^ _ z — h 



'If*»i1i(|f|lir:ttri 



a 

3 



6 2 



3 



13) 



*2 



" 2 * ( P 

*3 #3 : 3 



.1 



L ' ) L J 

iresen Punkten entsprech 



rechenden Normalen des 



die Gleichungen der d 

Ellipsoids. ,|,fM w 

Wir wollen jetzt durch die dem Punkte (^i^iti) entsprechende 
Normale und durch den Punkt (x%yi~i) eine Ebene legen, und uns 
in dieser Ehene durch den Punkt (x\y\*i) eine auf der demselben 
entsprechenden Normale senkrecht stehende gerade Linie gezogen 
denken. Die Gleichungen dieser Ebene und dieser geraden Linie 
seien respective 

( 14) 4$$4£*t #j =0 



und 



I I 



Weil die durch die Gleichung 14) charakterisirte Ebene durch 
die Punkte un( l (•<'•> //-i : -±) geht, so haben wir nach 14) die 

Gleichungen 



16) 



1'> 



und 

17) ^ (arj-arJ + A fa^hM- C i -%)=<*. 

Weil ferner die durch die Gleichung 14) oder durch die Gleichung 
16) charakterisirte Ebene durch die dem Punkte faiyjZj) ent- 
sprechende Normale des Ellipsoids geht, und diese Normale also 
ganz in der in Rede stehenden Ebene liegt, so erhalten wir ans 



dem ersten Systeme 4 er Gleichungen 13) und der ersten der bei- 
den Gleichungen 16)' äuf- der Stelle* die Gleichung 

Weil aber auch die durch die Gleichungen 15) charakteri- 
sirte gerade Linie gwz in der durch die Gleichung 14) oder 
durch die Gleichungen 16) charaEWisirten Ebene liegt, so erhal- 
ten wir aus den\ Gleichungen 15) und der ersten fier beiden Glei- 
chungen 16) die Gleichung I 

19) ^F, + i^At6\^=0. ^ 

Weil endlich die durch die Gleichungen 15) cbarakterisirte gerade 

n Normale des 
den Principien 



Linie auf der dem Punkte (ar^^) '•entsprechenden Normale des 
Ellipsoids senkrecht steht, so erhalten wir nacty den Principien 
der analytischen Geometrie aus dem ersten Systeme, der Gleichun- 
gen 13) und den Gleichungen 15) die Gleichung . 1 



1 + **.«l + £!.^_0 



»der ^ * * .V'' 



1 V 



Aus den drei Gleichungen 17) , ifc), 19), nämlich aus den drei 
Gleichungen 

„ ,. ( (^r^+^i-y^+^-^l^^o. , , , 

soften wfr'Tiun die drei Gröben A lt B{\ C{ eliminlren. ±vl 
Ende multipliciren wir diese drei Gleichungen nach der Reihe mit 

md addiren sie dabin im einander;, so erhalten wi{ nach leichter 
Rechnung zuerst die Gleichung 
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I (Gi-*»)0,-(jr,-j(i)ffi)-, j 

I -»1 1 

+ {+((yi-y»)£-(*i-%>fi)<?, 



I (fe-*>fik-to-ft)£U^. ) 

\ >, "i Ii' I 

und hieraus ferner die Gleichung 

I 

I 

22) t(yi- J r»)^-(*i-*»)fil*'i 

■ 

I 



Weil nun aber nach 20) 

* i • 

1 f 



ist. 80 ist, wenn man aus diesen beiden Gleichungen nach der 



. i. 



Reihe die Grössen Z?i, G x , F t eliminirt, wie man leicht findet: 

■ » « 



i-i 



=0, 



Digitized by Google 



161 



nJer 



— ^ ((*r - *z) ~[ — (a-i ~.r 2 ) ^) 



> = 0; 



und man kann also offenbar 



1- ((10 - • 

Thcil X. 11 
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t 

23 ) G l = (yi -.v I )(©)+&) , )- (i «-^^- (a;i -' i) ^' 

setzen. Auch ist 

6,= <*-**eo* + (fO' + &)'* 

24) < v 
und folglich 

=t(^-^ 2 ) i +(y,-» i )*+^-i 2 ) a H (^)*+(fi)'+(^y I* 

-2| (^)* + (i)* 1 1 (*,-*,) fj-Ky. £ I' 

also ' 

28) Ft* + C?!* + 

=t + (64) i +(^)Vl( ; r,-^) I + (y,-y a )»+ (^^* 1 

-<^)' + (py + (^)' ,t ^-^ ) ^ + ^-- J ' ^) ^ +(2l - Ia) c» , * 

Verbinden wir aber den Punkt auf ganz ähnliche Ar 

mit dem Punkte (^323), wie wir denselben vorher mit den 
Punkte (zfeto*?) verbunden haben, und bezeichnen dann die dei 
vorher durch r\, G t , H v bezeichneten Grössen entsprechendei 
Grössen durch F,', Gi , so ist 

■ 
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- 

-p t + (ft-jfc) (z,-z,) | , 

*<= ^><*y + (fO' + GO'' 

I -*,) £ -y 3 ) || + (z.-zj) £ | - 
und 

27) *,'* + €?,••+«,'• 
>(^y + (Ö' + (^y> , »(* 1 -^)* + (y 1 -y,)' + ( tl -z s )M 

- 1 @y + (so* + Go" n -*>> «• + <* -*> p 

An« 24) uod 26) erhält mao aber 

= (*>-**) c*k - *3> i (^y + 80" + öy r 

-^-^?.«e)'+ösy+&yH^>s 

■ 

+(yi-y J )p+(z l -z J )^i 

-«.-^5 • (*y + ©'+ ßo 4 1 * 

+ (yi-.%)fi+(n-z3)^i 
+^Cr.-*).@y+(Ö' + Ö t )> . 

^■^p«@y+®'+e)'M^2 

+ CV.-»3)f^ + (z 1 - % )i| 
11* 

I 
I 
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+ 



1 \ 



I 

+ CO ' <*« -*■> % + <*-W£ + <*» 

, iii . . ■ i - 

also, wie leicht erhellet: 

28) ■ ■JP 1 F 1 r.+ .fc 1 'C? 1 V+A 1 il 1 / 

. Xl(^--T 3 )^ + (2/i-^)fi + (-i-i 3 )^!- 

Von dem Anfange der Coordinaten wollen wir uns jetzt an die 
Punkte 

{•'\yih)y fea^)» (Pny-i 1 *) 
des Ellipsoids respective\die geraden Linien • 

gezogen denken, und die von den Linien 

Ii. l9 R s ; Ä'3, Äi; Iii, ff 2 
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m AoXwggpuiikfo de* Goordioaten als ihrer gemeinschaftlichen 
pifoe eingeschlossenen, ^80» i^clit überstejgenden WiÄkei.r.e^pec*, 
ve durch , ... r r;M| 

y «i. «2 . « 3 ; ■ '. "V'V 

ie Entfernungen der Punkte 

tayi4)> fojM); tafr**)» toi^i); ta&zi)» («sab*») 

>n einander aber respectivc durch 



. .1- 



ezeichnen; so ist nach einem bekannten Satze der ebenen Tri- 
onometrie 

£ l » = fi a » + Ä 3 ^2i? a Ä 3 cos« 1 , ■' r 

£j« - /? 3 > + Ä t » — 2*3/?! cos «2, 
E^^RS + /? a *~ 2ß 1 /? 2 cos« 3 . 

acb einer bekannten Formel der analytischen Geometrie ist aber 

#j*=*i t +yi* + 2i a , 
Ä a » = + 

od 

JEi * = (* a - -f - y 3 )* -f (za - 23)% 

&L* = (*3 — *l)* + (jfe — ^1)* + (*3 — » 

£3* = - * 2 ) a + (yi -y*) a + fa 

öbrt man dies in die obigen Ausdrücke von 

in, so erhält man nach einigen ganz leichten Reductionen die 
ileichungen • 

*2*3 + HIV* + % = ^2 Ä 3 COS «! , 
+ Ml + «S 2 * = Ä 3^i COS «a, 

*i*a + y\y* + nfc = #i#a cos a 3 ; 
äs denen sich sogleich, 

co ^- RX—- 

9Q\ J „ — *3gl + y 3 ,Vl + *3 *1 

ZU) < cqscr 2 = — — Jt^jfo T~ ' 

cnft „ + y*y%+jr~i 
C0SW3 _ ^ _ 

.rgiebt. 



Digitized by Google 



166 

Durch den Anfang der Coordinaten wollen wir uos jetzt eine 
der dem Punkte (x^j^) entsprechenden Normale des Ellipsoids 

Sarallele gerade Linie gelegt denken, und die Coordinaten eines 
er beiden Durchschnittspunkte dieser geraden Linie mit der Ober- 
fläche des Ellipsoids durch 7j l9 fi bezeichnen; so sind nach 13) 

30) = 
a 1 6 a c* 

oder 

31 \ a%x b*y_c*z 

• *i ~~ Vi ~~ \ • 



ie Gleichungen dieser geraden Linie. Die Entfernung des Punk- 
tes von dem Anfange der Coordinaten sei o 1 , und die von 



I 



d 

te» 

den Linien 

an dem Anfangspunkte der Coordinaten als ihrer gemeinschaftlichen 
Spitze eingeschlossenen, 180° nicht übersteigenden Winkel seien 
respective 

^l,i> ^l»1y ^»3» 

so ist, wenn wir die ^ntfernungen des Punktes von den 

(^Wi)» (XiVt&i), 

respective durch 

Ein* Ei>2> -Ei , 3 

bezeichnen, nach einem bekannten, schpn oben angewandten Satze 
der ebenen Trigonometrie 

> i = Qi 2 + Äi 2 - 2 Pl R x cos .N x , , , 
£ \ » 2 = Qi 2 + — 2^ Ä a cos N t , % , 

^1,3 =?= Pl 2 + Ä 3 2 -2^Ä3 COBiVi,,; 

und folglich, auf ganz ähnliche Art wie oben: 

/ cos^, 1= ^^+^+ Ja-, 

} Qi *«2 

l,3 ~ ^fe ' 

Weil nun aber der Punkt (g^fi) in der durch die Gleichun- 
gen 30) charakterisirten geraden Linie liegt; so ist 
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£1 Vi h. ' 
a l 6» c m 

also 

*i Vi 
a- b l 

2j *l - 

uod folglich nach 32): 

COSA,,! = f, , 

33) < cosA,*^ ^± t—tt, 



c 

Nach den Principien der analytischen Geometrie ist aber 
also nach dem Obigen 

Pl ll 




oder 

Folglich ist 

indem man das obere' oder untere Zeichen nimmt, jenachdem i t 
npd ^ gleiche oder ungleiche Vorzeichen haben, d. n. jenachdem 
die Punkte fojfrzi) und (tj^iii) auf einer und derselben oder auf 
entgegengesetzten Seiten der Ebene der xu liegen. Nehmen wir 
was offenbar verstattet ist, für immer denjenigen der 
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beiden Durchschnittspunkte der durch den Anfang der Coordina- 
ten mit der dem Punkte (pc\y\Z\) entsprechenden Normale des El- 
lipsoids parallel gelegten geraden Linie mit der Oberfläche des 
Ellipsoids, welcher mit dem Punkte (#i#i*i) auf einer und dersel- 
ben Seite der Ebene der xy liegt, so ist 

und folglich nach 33) : 



! 

cosiVj, 1 = 



■t : ^ m a 




1 » 

34) / cosJS lJ2 = 



cosiV, 



1>3 



3) *&) *&. 




• ♦ 



von welchen drei Formeln mjao wegen 12) die erste auch unter der 
einfacheren Form 

l 

35) cosN 1>t =z 



darstellen kann. 

Nach 25) ist nun 



T -yi s-.. a ^» ->v a 




=11 3 l + 




>• •: . * » 

also nach dem Vorhergehenden, wie leicht erhellen wird: 
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r 



1 • - -5*sin/V..-V» 



1 R 



— 2y^(cos<*,— cosCN,,, -, JV^) 



- 2 j| (cos « s - COS (iV, „ + iV, „)) ) 

Auf ganz ähnliche Art ist nach 27) 

Ä 1 »cosiV 1;l *(fy. + Gl '. + ffl '» ) , 

- p II i ' tfl Ii " . ■ - 

= c^slP^ (s ' ,n ^'«- 2 ^ (c0S ^- c(,siV i'' C08iV '^ ' 



L — 2^(coscr 4 -cos(JV l , 1 + iV I , 3 )) 



R 3 



Nach 28) ist aber 
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also nach dem Vorhergebenden 

Ä 1 4 cosiV 1 , 1 «(F 1 F 1 ' + €? 1 G 1 ' + ^ 1 ^ 1 ') • 

1 

== P *~~c V s ffil* — i?AfiaC08^H-i?2^8C08«l ~ ^3!?! C0S« 2 ) 
Itj COS i-'l»! 

RzCosNm . _ _ Ä a COS ^ ',3 

cosiVi, r ni cos-ZV^ ; 

/?a cosiV^g R3 cos J? 2 ^3 cos ffi , a cosiV;^ 

~" ~" #j * cos N l9l R x ' cos N lfl + ' R l ' cos iVj,! ' cos 2V 15l ) 

= ™s^ |sini V + f? • S (C ° Sai - cosiV ^ C0Ö ^ 3) 

— (eos cr a — cos iV, , 3 cos iVi, x ) 

— (cos a 3 ~ cos N t ,! cos iVi^) 

Von dem Anfange der Coordinaten aus wollen wir uns jetzt 
i den beiden in dem Punkte I 
entsprechende Normale errichteten 



zwei den beiden in 3em Punkte fo^iZi) auf die diesem Punkte 

Senkrechten, deren Gleichungen 



F x Gi H x 

und 

1 *i-.y— yi.... *— *i 

Fi - G t ' - HP 

sind, parallele gerade Linien gezogen denken, deren Gleichungen 
also 



x 



iL 



Fi ~G X ~~~ H x 
und 

F t ' "G^ Hi 

sind, und in diesen beiden geraden Linien zwei beliebige durch 
die Coordinaten X x , Y l9 Z 4 und XJ , Y\' , Z/ bestimmte Punkte, 
deren Entfernung von einander durch <£ A bezeichnet werden mag, 
und deren Entfernungen vom Anfange der Coordinaten respective 
3tj und Ä/ sein sollen, annehmen. Bezeichnen wir nun den von 
diesen beiden geraden Linien eingeschlossenen, 180° nicht über- 
steigenden Winkel durch A x , so ist bekanntlich 

fci» = 2V — 2*!*!' cos ^ , 

also nach einem bekannten, im Obigen schon mehrfach angewand- 
ten Satze der analytischen Geometrie: 



Digitized by Google 



171 

=* l *+r I »+z 1 *+ *,'*+ r,' s +2i' i -2Ä 1 Ä 1 'co S ^ ls 

woraus sogleich 

folgt Nun ist aber nach dem Vorhergehenden 



und 



also 



A^^Z,, r ia §^ und AV=^Z/, 17=$^'. 



Folglich ist 

COS,!,- Z ^'- 

Aber bekanntlich 

»i^V^'+r^+v, 

und folglich 



V txi« + r,« + z, a ) w + Fj /2 + z/ 2 ) 



■V 

- ± ZiZi \ g^r* » 

wo man das obere oder untere Zeichen nehmen muss, jenachdem 
Zj und Z/ gleiche oder ungleiche Vorzeichen haben, d. h. jenach- 
dem die beiden von dem Anfange der Coprdinaten aus gezogenen 
geraden Linien auf einer und derselben oder auf entgegengesetz- 
ten Seiten der Ebene der xy liegen. Also ist nach dem Obigen 
mit derselben Bedingung wegen des Vorzeichens: 

36) cos^=± F,F,' + C,fi'-Mr, g,' 



v /M 75 : 
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Ist nun H x Hi positiv, d. h. hab,en <He Grössen // x und H x ' 
deiche Vorzeichen, so ist mit dersefbcn Bedingung wegen de» 
Vorzeichens wie vorher: « « , 

' 1 - f(F 1 HC*+^(^ + Gr + 

Ist dagegen H X H X negativ, d. h. haben die Grössen Hi und H x ' 
ungleiche Vorzeichen, so ist mit derselben Bedingung wegen des 
Vorzeichens wie vorher: 

38) cos^ 1= T 



Nach dem Obigen ist aber, wie man leicht findet: 



39) 



tll — R 1 *cosN 1 , l *~~c> ^"ÄiCOsiV,,!^ 

^ -Ä^COSiVi,! 1 ~C* U /* 2 COS^,/ 



Wenn wir nun in den Ausdruck von, coa^ die aus dem Obi- 
gen sich ergebenden Ausdrucke von 

und 

einführen, so erhalten wir Folgendes. 
Wenn die Grössen H lt H x , d. i. 



Rl * cos ^1 »1 * C l?i CO S iVi ,x ' 



^1 Z l n /? 3 COSiVi,3 

cosJW~*c ul /?, cosiV^i 



oder, was Dasselbe ist, die Grössen 

» 

% x —%— ZlRl (j^ cos jv i?1 _ /^cosiV^a), 

. , « 

gleiche Vorzeichen haben , so ist mit, derselben Bestimmung wegen 
des Vorzeichens wie vorher 
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40) COS^!=^ 

/ srniW+7^- ^ (cos«!— cosiWosAW 

— ^-(cosa2 — cosiV^aCosiVi^) > . 

— (COS «3 — COS iVj,i'C08 iVi ^) 
*M : 



| jk(co8* -cosiV T In cosiVi^) + (^«sinA^*]) * 

jxtsfniV^-2 ^ (cos * 2 - cos N l3l cos iV, , 3 ) + (^siniVj 

810^,!«+ 25 L(co8< * 1 ~ cosiV J'a cosiV i>3) 
~ (cos o* — cos JVi, 3 cos iV^) 



— (cos a 3 — cos iVi,! cos N t , 2 ) 



[(siniV^-^sin iV lJ2 )« - 2 ^ (cos« 3 - cos (N in - N l92 )) ] ) 4 

X[(siniV 1 , 1 -psiniV 1 ,3) 2 -2 s i (cosa3— cos^-iV,*)) ] 

R 

siD iV^* + ^ • jf- (cos*! -cosiV^cosiV^) 

R 

— «~ (cos a 2 - cosiV^ cosN lfl ) 

r» Y 

— j^- (cos a 3 — cos N t n cos ^) / 

L[(sin^, 1 + ^ siniV 1?2 ) 2 - 2^ (cos « 3 — co« ffia«]) 1 
[(sini^ + ^ sini^*)*- 2 ^ (cos cr a - cos (iV lrt +^,3))]) 



oder 

> * > 

41) cos^!= I 

Ä x Vm iVi }1 3 + R* (cos «x — cosiV^ cos 2V, , 3 ) 

— /?! R z (cos cr 2 — cos iV, , 3 cos JVj ,j ) 

— /?! /? 2 (cos or 3 — cos 2Vi M COS iV, ^j) 

V \'Äi*Än-Aii t » — 2Ä 1 Ä 2 (cos« 3 ^cos^^cosÄQ+^a^siniV!^^ 
' X{ JV sinA^» -2Ä l /? 3 (cos«, 2 -coßiV 1 , ]l cosiV 1 ,3HÄ3 a siniV 1 .3M 
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+ 



( R\ * sin N g fl a -f R% R* (cos «j — cos N x & cos iVj , 3 ) 

— Ä x /? 3 (COS — COS JVj ,3 COS iVj ,j ) 

— R X R % ( cosca — cos n cos iV t ^) 
4/" { (Ä, siniN^i -Ä^siniV^a) 2 — Si^Äa^osas-cos^,!-^^)) } 

* X{(Ä £ siniV^— Ä3 sin N ltZ ) % - ^R^coa a 2 — cosCZV^-iV^))} 

■ 

' R x *sin N l9l * + R 2 R 3 (cos a, — cos iVi , a cos iVj,,) x 

— R Y R 3 (cos cr a — cos N l$3 cos N ln ) 

— R l R* 2 (cos « 3 — cos N t fl cos iV"i,a) 



* ><{(/?! snii^^+ÄasiniVi^'-'iÄ^a (cosa 4 — cos^^+JVj^)) J 

Wenn dagegen die Grössen H li H i ' i d. i. 

Ii —22 £i_ /"1 fla COsiV^ aA 

R^coaN^ c'KS /^ 1 cos^ 1 , l J , 

R^cosN^ c* RiCotN^J 9 
oder, was Dasselbe ist, die Grössen 

H - H - *&2ß&* (R\ cos iV,,! — Äj cos A' 1)S ) 

ungleiche Vorzeichen haben, so ist mit derselben Bestimmung 
wegen des Vorzeichens wie vorher: 

cos^^: 

R R \ 
sin N l9l 2 + ^ - ^ (cos «! - cos iV^a cos iV^g) I 

/? f 

~ g " (COS C3T a — COS iV, ,3 COS iVj „ ) > 

I R 1 

f — gr(cosa 8 — cosiVj,! cosiV^J 

AnN ltl * - 2^08*3-008^08^, .*) -f (JJihH,,»] i * 
[siniV.^^-S^fcosaa-cosi^aCOsiV^a) + (J^%iniW] 4 

* 
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R R 

siniVi,,* -f ^ . ^(cos«!— cosiVi^cosiVj,,)! 

~ (cos «a~ cos iVj , 3 cos N x A 

i i 

^ — j^(cosor 3 — cosiV^,! cosiVi^j 

: R R — " — ~ w 

[ (sin N t ,! — ^ sin iV, >a ) a — 2 ^ (cos a 3 — cos (Ai , t — N if2 )) ] j 

X[(ß\nN^ - j^sioiVi*) 1 -2 j| (cos^-cos^ - iVp,))] 

R 9 R* 

sin -^l'i* + ^ * ( cos "l — cos ^ifa'cosiV,,,) 
— ^-(cosor a — co8N lJZ co8N l9l ) 

[(siniSa +^siniV m ) l -2^(cosa 3 -cos(iV 1 , 1 + AW)]J* 

R R 
X [ (sini^ * + ^ sin JVj , 3 ) 9 -2 (cos a. 2 - cos (A w +iV w ))]l 

i i 

oder 

43) cos^i = 
Ri * sin N t tl 2 -f- Ä 2 /2 3 (cos « x — cos N t , 2 cos iVj , 3 ) 0 
— R l R 3 (coscu i — cosiV^cosiVx,!) > 

—R\ /»*2 ( cos ^ — " CO * A] »1 COS iVj , 2 ) Y_ 



vT 



"siniV^, *— 2/^i /? a (cosa 3 — cosiV 1 ,iC08iV 1 , a )4-Ä 2 ,t 8iniV 1 ,a a } 
XlÄ! "siniV^j'^^Äa^osaa-cos^^cosAx^+^^ioiV!^«} 

/?! 3 sin N lfl * -f /^/^ (cos a x — cosiVj^ cos iV 1>3 ) 
— R1R3 (cos «2 — cosiV^ cos N t .i) 

— Rj R 2 (cos t/ 3 — cos N in co&N ll2 ) 

{{Ri^I^^R^sü^ 
XK/^sinAm-ÄasiniV, , 3 ) a - 2/?! ^(cos^-cos^,! -N lfZ ))} 

i Ä 1 *siniV 1 , 1 a -f ß.Äa^os«! — cosiV^.cosiVi^) \ 
- < — /^/^(cosa,— cosiV^cosiVi,,) V 
_jj t —R X R % (cos tf 3 — cos N x ?1 cos ffi , 2 ) ) 

* ^(^sinA,**/^^ , 3 ))J 
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Für ^=90°, also cosJi=0, ist nach dem Vorhergehenden: 

44) »0 = 4 sin N x , x 2 + R 2 R 3 (cos ^ - cos N x * cos N x , 3 ) 

— /?! /? 3 (cosa 2 — COS Ni ,3 cos N t n ) 

— /?j /f 2 (cos « 3 — COS iVj ,j COS 'Ni , 2 ) 



45) — R 2 R 3 COS (*! -f -ßl^?3 cos cr 2 + Ritt* COS 0f 3 

=^Ä 1 a siniV 1 , 1 2 --* 2 /? 3 cosiV 1 , 2 cosiV 1 ,3 ' 

+ R Y /? 3 COS N x ,! COS iVj ,3 

+ ft L R 2 cos iVi ?1 cos -iV, >2 
= R x 2 — /? 2 /? 3 cos iVj , 2 cos N x , 3 

— CosiVi }1 (•/?! cosiYj i? 2 cosiVi , 2 — <rY s cosiV, , 3 ). 

Für <*! =0^2 = a a =90° wird diese Gleichung 

46) Äi » sin iV; ,!*"=— J?i% 9 co8iV P l9l cosAW : 

— R t R 3 cos i\j , x cos N lt3 
-\- # 2 #., cos N l9% cosiV lJ3 

od0r :-r • ' 

: 47) —, R 2 R s cosN l32 cosN 1)Z . 

'— Ri COsiVi«! (^ COsiV^, — A' 2 COSiV lj2 — /? 3 COSiV lJ3 ). 

Besondere Relationen dieser Art würden sich aus dem Obigen 
noch mehrere ableiten lassen, wobei wir jedoch jetzt nicht länger 
verweilen wollen. 

Entwickelt man 

f ji sin ^ 2 = 1-008^* , 

sa erhält man als Zähler von sin 4* die Grösse 

" 1 ' »i » J?i» I Sin N U1 * sin N v2 2 — (cos a 3 - coslV^ cos iV^) 2 { 
+ /? 2 2 /? 3 * (sin A^ 2 sin ;3 2 — (cos ^ — cos M lf2 cos iV^) 2 } 
+ Ä 3 e 7V ifsin N lfZ 2 sin iV^ 2 — (cos — cos Aj* cos iV^) 2 } 



^ r sin iVi 2 (cos — cos iV 2 , 2 cos iV, , 3 ) 

■ — (cosa 2 — cosiVi , 3 cosiVi sl )(cosor 3 — cosiV^ 3l cpsNx , 2 

- 2rt l « 2 ß 3 J+tfJ" «n^i*"(co8«,-co8iVi f8 co«Ai fl ) 

j ■ — (cosas—cosiVi^cosA^^^osai—cosiVi^cosiVi , 3 

I — (cos« A -cosiV^cosiV! ja )(cos« a -co8iV 1 acoatfi * 
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: — R L *R**{coaa 5 — coa(N ul +iV 1 ^)){cosa s - co»(N ltl - iV 1>a )} : 

- ^a 2 /?3*{cos — cos (N l9% +N t ^)\ {cos cfi — cos (iVi, ? — iV 1)3 ) } 

- Ä3 2 ^! 2 {cos - cos (N lt3 + 2f ln )] {cos a 2 ^ cos (tf Ä5l _iVi, a ) } 
Ä [ cos«^ COS0f 2 COS« 3 — cosiV^aCosiV!^ ~|\ 

1 L- cosiVj^coscfjCosiV, cosffaCosiYj^ -cosasCosiV^a) J j 

HR r C0SCf a~ coscf 3 COSOf i ~ c08 ^ r i»3 cos ^i>i ~l( 

1 3 J 2 L — cosiVi^Ccosc^cosiV!^— COSCfaCOSiV!^— COSCfiCOsiV^jJl 

' COS O3 — COS &i COS 0f2 — COsiV^COSlVjjj ~|1 

k + 3 L— cos iVi^cosaaCosAi , 3 — -cosc*! cosAj tl —cosa 2 co8N t ^) J> 

Der Nenner von sin^ 2 ist aber das Quadrat des obigen Nenners 
Fon cos^j, welchen wir hier nicht weiter entwickeln wollen. 

Wir wollen nun annehmen, dass das im Obigen betrachtete 
rilgenieine dreiaxige EUipsoid in eine mit dem Halbmesser r be- 
schriebene Kugel übergehe, und dass dann die Punkte (x l y l 2i) f 
[xiy%z?) A^zy*!*) auf der auf der positiven Seite der Ebene der 
'.'/ liegenden Halbkugel ein sphärisches Dreieck bestimmen, in 
welchem keine Seite und kein Winkel 180° übersteigt. Dann sind 
offenbar a, .«. 2 ,or 3 die drei Seiten dieses sphärischen Dreiecks, und 
es ist, weil jetzt offenbar der Punkt (| A % £i) mit dem Punkte 
J \!Ji z i) zusammenfallt, augenscheinlich 

Legen Mir nun, was im vorliegenden Falle offenbar verstattet ist, 
iie Ebene der (xy) durch deu Mittelpunkt der Kugel und durch 
iie Punkte (x^y^) und (x 3 y z z z ), so ist 22 = 23 = 0, und nach 
lern Obigen ist folglich 

Ml 2 1 *1 /I \ 2,C08«3 ' 

» 1 Z l : l ,\ \ z l C0S a 2 

*h — - ^ (l-cosß2)= =Ä 



Da unter der gemachten Voraussetzung z l positiv ist, so haben 
f/, und Hi gleiche oder ungleiche Vorzeichen, ienachdem cos «2 
tind cos« 3 gleiche oder ungleiche Vorzeichen haben, d. h. je- 

• • kleiner 

jachdem die Winkel «2,^3 beide g rögser als sind, oder von den- 
selben der eine kleiner und der andere grösser als 90° ist. Nen- 
nen wir nun die von dem Anfange der Coordinaten oder dem 
Mittelpunkte der Kugel aus mit den auf die dem Punkte (x% y x z 1 ) 
entsprechende Normale in diesem Punkte im Obigen errichteten 
Senkrechten parallel gezogenen geraden Linien im ersten Falle' 
uif einer und derselben, im zweiten Falle dagegen auf entgegen- 
gesetzten Seiten der Ebene der (xy) an, so ist der im Obigen 
lurch A t bezeichnete Winkel, wie mittelst einer einfachen Be- 
rachtung sogleich erhellen wird, jederzeit der von den Seiten 
4,03 des sphärischen Dreiecks eingeschlossene oder der Seite 
t| desselben gegenüberstehende Winkel. Im ersten Falle, wo H x 
md Hx 9 gleiche Vorzeichen haben, muss map aber unter dieser 

Theil X. 12 
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gegen unter dieser Voraussetzung 11 
Zeichen nehmen, und erhält daher in beiden Fallen, also in völliger 

Allgemeinheit, 



cos^! = 



COS«i — COSttgCQSCfr 

■ - — * * i 

V sincr 2 2 shia 3 * 



Weil nun aber keiner der beiden Winkel or a und « 3 grösser als 180° 
ist, also sin «2 und sin « 3 beide positiv sind, so ist 



und folglich 



V sin c&j* sin or 3 2 = sin cr 2 sin a 3 , 

\ ' . . . i 



«■ *• « 



r 



• •• 



cos cfj — cos c^cos o s 

48) COS At — ; r— > 

' 1 siricr 2 sinct 3 



• * 

welches die bekannte Grundformel der sphärischen Trigonometrie 
Ist, aus welcher sich diese ganze Wissenschaft ableiten lässt. 

Weitere Untersuchungen über diesen, wie es uns scheint, 
nicht uninteressanten Gegenstand, behalten wir einer anderen 
Gelegenheit vor. 



..Mi. . • 



Heber eine geometrische Aufgabe. 



Von dem 

Herrn Professor Dr. Anger 

' in Danzig. 



Leonhard Euler hat in den Novis Actis der Peters- 
burger Akademie, Tom. IX. 1795. pag. 132 ü. f., die Auf- 
gabe behandelt: 

„Die kleinste Ellipse zu finden, welche einem 
gegebenen Vierecke umschrieben werden kann." 

Er führt die Aufgabe auf die Auflösung einer Gleichung vom dritten 
Grade zurück, und macht dann eine Anwendung auf den beson- 
dern Fall, in welchem das Viereck ein Parallelogramm ist. Den 
noch einfacheren für das Rechteck hat er bereits in den Acten 
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X 

derselben Akademie fär da« Jahr 1780, Im 2ten Theile, 
gelost, als Ibra die Auflösung der allgemeinen Aufgabe noch nicht in 
gewünschter Einfachheit gelungen war« In einer auf die obige Ab- 
handlung unmittelbar folgenden, Nova Acta 1 791 pag. 146 u. f., 
betrachtet er dieselbe Aufgabe für das Dreieck. 

Für das Parallelogramm und Dreieck ergeben sich einige merk- 
würdige Eigenschaften der gesuchten Ellipse. Der Zweck dieses 
Aufsatzes ist, zu zeigen, wie dieselben ganz einfach ohne Calcul, 
durch geometrische Betrachtungen erhalten werden, und auch noch 
andere auf demselben Wege sich leicht erhalten lassen, dass end- 
lich die Projectionslehre die allgemeine Aufgabe auf eine andere 
vom Kreise zurückzuführen gestattet. Um jedoch alles hieher ge- 
hörige beisammen zu haben, werde ich die Euler'sche Auflösung 
voranschicken und darauf eine Betrachtung Über die Wurzeln der 
cubischen Gleichung, auf welche sich das Problem reducirt, folgen 
lassen. 

Es seien (Taf. IV. Fig. i)A,B,C,D die vier Punkte, durch wel- 
che die Ellipse gehen soll. Eul er verlängert die Seiten AB , CD, 
nimmt den Durchschnittspunkt O derselben zum Anfangspunkte 
schiefwinkliger Coordinaten, die Gerade ABO zur Abscissen-Axe 
und CDU zur Ordinatee-Axe an, so dass die y's der Seite CO 
parallel werden. Der Coordinaten-Winkel AOC wird durch io be- 
zeichnet und OA=a,OB=b,OC=c ,OD = d gesetzt, woraus 
sich ergiebt : 

AB=b-a, 
CD^ä—c, 

AC 2 = a* + c 2 - 2</cCos w , 
AD*^a*+d?~%ulCo**>, 

96c Cm«, 
J5Z^ = ^ +( ^_2Äf/Cos(a. 

Da dnreb die Punkte A. % B, €, D eine Ellipse geben soH, so 
wird dieselbe durch die Gleichung 

^+2i5^+xy 2 + 2^+2£y+f=0. , ...... (1) 

» 

ausgedruckt, in welcher zunächst die Grössen a und y dasselbe 
Zeichen haben müsseu, ausserdem aber das Product derselben 
«y grösser sein muss als ß*, weil ay gleich ß 2 und ay kleiner 
als ß* t resn. eine Parabel und Hyperbel geben würden. Die Be- 
zeichnung der Coeflicienten ist hier von der hei Eul er verschieden, 
und auch im Folgenden so beibehalten, wodurch natürlich im We- 
sentlichen nichts geändert, vielleicht aber der Ueherhlick etwas 
erleichtert wird. 

Um nun diese Gleichung dem vorliegenden Falle entsprechend 
einzurichten, setze muu y=0, wodurch dieselbe in 

i j 

^übergeht, welche also die beiden Punkte A und B ergeben muss, 

12' 
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in welchen die Abscissen- Axe von der krummen Linie geschnitten 
wird; da für jenen x=a f fu'r diesen x~ b ist, so müssen a und b 
die Wurzeln dieser Gleichung sein. Setzen wir demnach 

ax 2 + 2&r -f- f = m(x — a) (x — 6) , 

so wird 

m(q + 6) . 
a=zm,6= 5 ,£=mab. 

Setzt man ferner x—0, so entsteht die Gleichung 

deren Wurzeln c und d sein müssen, weshalb man haben wird 

yy* + 2*y + £= n (y— c) (y— tf) , 

wo • . * 

.•» ■ » 

y--n,t= — n ^ C ^~- >Z=ncd. 

Da aber auch £=ma&, so müssen die Grössen m und « so ge- 
wählt werden, dass 

werde, welches durch die Annahme 

m—cd und n—ab 

geschieht. 

Die Gleichung (1) wird demnach einer durch die vier gege- 
benen Punkte gehenden Ellipse entsprechen, wenn man setzt: 

u=cd,y=ab,2d=—cd(a + b),*E=—ab(c + d),£=abcd, 

so dass, ausser ß, alle übrigen Coefticienten der Gleichung (1) 
bestimmt sind. Auf diese Weise bleibt also ß unbestimmt, und 
es entstehen unzählig viele durch die vier gegebenen Punkte ge- 
hende Ellipsen, wenn ß beliebig, doch so angenommen wird, dass 
ß 2 < ay werde. 

Wir wollen nun die Ordinate XY suchen (Taf. IV. Fig. 2). 
Es ist aber klar, dass im Allgemeinen jeder Abscisse zwei Ordi- 
naten XY und XY 1 entsprechen müssen, welche die Wurzeln 
unserer allgemeinen Gleichung sind. Die Auflösung derselben 
ergiebt : 

xr=z _ ß* + £ - V I (ß x + « )* - "yx* - gyfa — r£ \ 

y 

Y 

Da die Punkte X und Y in der durch die Punkte A,B,C,D 
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feilenden Ellipse liegen, so wird das Intervall YY' zwischen der 
^ illipse enthalten sein; man wird also haben, da YY'=XY'—XY 



ist 



y 



Wenn der Ordinate XYY' unendlich nahe eine andere xyy' ge- 
zogen wird, welche von derselben um das Intervall xv absteht, 
so wird, da 2Lc=dx ist, 

an; = Sin w. dar 

sein , und es ergiebt sich das Element des Inhalts der Ellipse 
xv yr = 2 Sine» . Bx v ^ ^ g)a _ ^ _ _ ^ 

ein Differenzial, dessen Integral auf die ganze Ellipse ausgedehnt, 
den Inhalt derselben ergiebt. Für diesen findet Euler folgenden 



Ausdruck : 



n .Sin cd 



von welchem er sagt : 

„haec expressio ideo maxime est notatu digna, quod ejus 
ope omnium ellipsiura areae totae satis expedite assignari 
possunt ex sola aeqiiatione inter coordinatas, sive eae sint 
rectanguiae sive obliquangulae". 

Da nun auf diese Weise der Inhalt aller Ellipsen, welche durch 
vier gegebene Punkte gehen, ausgedrückt ist, so wird ß so zu be- 
stimmen sein, dass jener Ausdruck ein Minimum werde. Diffe- 
renziirt man denselben in Beziehung auf ß und setzt den Oiffe- 
renzialquotienten gleich Null, so ergiebt sich zur Bestimmung von 
ß die folgende cubische Gleichung : 

£03— 4df/3*+ (3yö^ + 3tt£ a — ay£)/3— 2«y5€=0 . . ; . (2) 

wodurch die Aufgabe gelöst ist. Euler bemerkt noch folgendes: 

„Ecce ergo tota solutio problematis propositi perducta est 
ad resolutionem aequationis cubicae, quae cum Semper 
habeat radicem realem, certum est, quomodocunque quatuor 
puncta fuerint disposita, Semper unam ellipsin assignari 
pösse per quatuor illa puncta transeuntem, cujus area 
omnium sit minima, pro qua aequatio inter coordinatas 
x et y exhiberi potent, si modo loco B*) radix ex illa 
aequatione cubica oriunda substituatur. Quodsi forte eveniat 
ut aequatio illa cubica tres ad mittat radices reales, totidem 
quoque solutiones locum habebunt, quarum autem indolera 
aliis perscrutandam relinquo". 



") Bei Euler hat B die Bedeutung unsere« ß. 
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Ffir den Fall, dass a~Q und r — 0 wird , das Viereck sich 
also in ein Dreieck verwandelt, ist die obige cubische Gleichung 
nicht anwendbar, weil ausser ß auch « und y unbestimmt bleiber». 
Der Ausdruck für den Inhalt der Ellipse wird dann 

10. U 2 y 2 A 2 + ay 2 </ 2 — Vaßybd) 

wo «, ß, v so Z| i bestimmen sind, dass derselbe ein Minimum 

0* ' 

werde. Euler setzt hier — = Cos g> 2 , wodurch sich der Ausdruck 

ay 

für den Inhalt 

, «. l«b* + yii 2 - K 2M.Co8<pVtty 

• | »Bin cd J o- ~aT7 — 

i Sin g> d v«y 

oder, wenn zur Wegschaffung der Irrationalität 

y = «///- 

angenommen wird, . \ 

U 2 -f rf 2 m* — 2M//i Cos n 

in;2Sinci) j ^ 5 

4 / maing> a 

ergiebt, und die Aufgabe reducirt sich darauf, die Grösse m und 
den Winkel tp so zu bestimmen, dass dieser Ausdruck ein Minimuni 
werde. Sieht man den Winkel q> als bereits gefunden an, *»o 
kommt es nnr darauf an, den Ausdruck 



i M 1 



b* + ff 2 « 2 



> 



m 

zu einem Minimum zu machen. Die Differenziation gieht 



• • • 



"'=2' 

also 

£_ . 

und man kann, da es sich nur um das Verhaltniss von et zu ß 

und y handelt, 

• . • . • 

«=£Z 2 undy=6 2 

annehmen. 

1 , ... . . , ■ • •> 

Substituirt man diese Werthe in den Ausdruck des Inhalts, 

so wird derselbe 



•2 nOabm w ^ $\ n ^3 — J' 



Google 



r 

1*3 

Setzt man Wer Tan«; 1*=*, so wird 

I ■ " • | 4 

I — Cogy _ (1 + 
Sintp' 4t 

-'s 

md die Differenziation crgiebt 

'~V3' 

lIso y=60°, woraus man für den Inhalt der dem Dreiecke um- 
ichri ebenen kleinsten Ellipse 

V nbd Si n fc) 
3V3 

>rhält. Der Inhalt dieser Ellipse verhält sich also immer zu dem 
nhalte des gegebenen Dreiecks wie 4;r:3^3. 

Die Gleichung der gesuchten Ellipse ergieht sich auf folgende 
»Veise. Da angenommen wurde a=a l und y=ib-, so wird 0=1 6rf 
iod durch Substitution dieses Werthes erhält man , 

■ 

d*x* + bilxy+b*y* — War— 6My=0, 

iso 

d (6-.r) + d V"(6— x)(b -f &r) 

y= 2b — " 

Aus dieser Gleichung geht hervor, dass die Abscisse x niemals 
Tüsser werden kann als b, und die negativen Abscissen nicht 
lie Grenze \b überschreiten können. 

Verlängert man (Taf. IV. Fig. 3) die Seite OB des gegebenen 
Dreiecks ÖBD ober O hinaus, und macht OE=\b, so wird die 
Jrdinate EF=*d, die beiden Werthe von y fallen in EF zu-' 
rammen, und diese Linie berührt die Ellipse im Punkte F. Wenn 
mn die Gerade BF gezogen wird, welche die Seite OD in G 
ichneidet, so ist, wegen der Aehniicbkeit der Dreiecke OBGmxü 
KBF, 

BE:EF=BO.OG, * ,•! 

; s i 

ilso OG=\d=\OD, so dass die Gerade BGF die Seite OD 

MWrt. Da ffra#r QE der dritte The,ü ,voji OB, SP' M Wich FG. 

ler dritte Theil von BG, wodurch der Punkt F sehr leicht he- 

«tiiumt wird. 

Für x=b fallen, da die ßr#sse unter d em Wurzelzeichen 
rerschwindet , die beiden Werthe von y in einen zusammen, 
'Velcher gleich Null sein wird , d. h. , zieht man durch B eine un- 
endlich kleine Gerade der OD parallel, so wird dieselbe die El- 
ip.se in B berühren, und deshalb wird BF ein Durchmesser der- 
selben sein, in dessen Mitte 5 der Mittelpunkt der Ellipse fallen 
nuss. Da nun FG—\BG, so fallt der Mittelpunkt der Ellipse 
n S, wenn man BS=} BG oder GS=\BG macht; dieser Durch- 
messer wird alle der Seite OD parallele Ordinaten halbiren. Da 
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ferner die drei Punkte B, ö, D anter sich verwechselt werden 
können, so müssen sich auch die Linien OK und DH, welche 
resp. die Seiten BD und B(J halbiren, im Punkte S schneiden. 
Es ist aber bekannt, dass auf diese Weise der Schwerpunkt des 
Dreiecks bestimmt wird, so dass wir folgende merkwürdige Eigen- 
schaft erhalten : 

„Der Mittelpunkt der kleinsten Ellipse, welche 
einem gegebenen Dreiecke umschrieben werden 
kann, ist der Schwerpunkt desselben". 

Wenn das Dreieck gleichseitig, also b — d und a>=60°, so 
wird die Gleichung für die demselben umschriebene kleinste Ellipse 

x 2 + xy -f y 2 — bx — by — 0 

und der Inhalt dieser kleinsten Ellipse, welche sich in einen Kreis 
verwandelt, 

Wir betrachten jetzt den Fall, in welchem das Viereck ein Pa- 
rallelogramm ist! Hier nehmen wir die Diagonalen zu Coordina- 
ten-Axen, und den Durchschnittspunkt derselben zum Anfangspunkte, 
welche Wahl sich auch später als zweckmässiger für <lie allge- 
meine Aufgabe herausstellen wird. 

Es sei (Taf. IV. Fie. 4) ABCD das gegebene Parallelogramm. 
Man ziehe die Diagonalen AD,BC, welche sich in O schneiden. 
Bezeichnet man AÖ durch -f a und OC durch -f 6, so ist OD = — c 
und OB= — b. Nehmen wir nun die allgemeine Gleichung der 
gesuchten Ellipse (1) wieder vor, so wird für y—0 

ax* + 2Öx + Z=0, 

V 

welche Gleichung die beiden Wurzeln a:= + aundar= — a haben 
muss. Setzt man also 

* 

ax 2 -f %8x -f £= m {x — a) (x -f a) , 

so ergiebt sich 

a=?m , S = 0 , £ = — ma*. 

Für x—0 wird 

welche Gleiehung die beiden Wurzeln y= + 6 und y= — 6 haben 
muss. 

Setzt man 

W*+ty + t=n(y-b)(y + b), 

so wird 

y=n, £=(),£=— nb*, 

und da 

ma* = nb' i 

sein. muss, so wird man setzen können 

■ • 



■ 
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Die allgemeine Gleichung für eine dem Parallelogramme um- 
schriebene Ellipse wird also folgende sein: 

b x* -f-20zy + ay— a«6 2 =0. 

Benutzen wir nun die obige Gleichung (2), so entsteht 

a»o«/3— j3»=0, 

deren Wurzeln 0, + ao und — a6sind, wo nur die erste in Betracht 
kommen kann, da die Bedingung 

0 9 <«y 

erfüllt werden muss. Bei dieser Gelegenheit bemerke ich aber, 
dass die Gleichung (2) in diesem Falle aufhört vom dritten Grade 
zu sein und sich in der That in eine vom ersten Grade verwan- 
delt. Sie ist nämlich entstanden durch Differenziation des allge- 
meinen Ausdrucks für den Inhalt der Ellipse in Beziehung auf ß, 
welche sich wegen i=0 und «==0 auf 

a*b % 

«Sin co 



V(a*6*-/3 2 ) 



reducirt. Die Differenziation giebt für den Diflerenzialquotienten 
dieser Function in Beziehung auf ß 

~. a*b*ß n 

n ** in<o '(a*b*-ß*jl = 0 > 

also nur 

ß = 0. 

Die beiden andern Wurzeln +a6 und — ab scheiden also von 
selbst aus. 

Zu ähnlichen Betrachtungen wird sich auch noch im Folgenden 
Gelegenheit bieten. 

Die Gleichung für die gesuchte Ellipse ist demnach 

und der Inhalt dieser Ellipse 

nSina.ab. 

Der Inhalt der Ellipse verhält sich also zu dem Inhalte des Pa- 
rallelogrammes wie n\% 

Man sieht ferner, dass der Mittelpunkt dreser Ellipse in den 
Durchschnittspunkt O der beiden Diagonalen des Parallelogramms 
fallt, welche als conjugirte Durchmesser erscheinen, die sich unter 
dem Winkel co schneiden. Daraus folgt, dass die Tangenten in 
den Punkten A und D dem Durchmesser BC, und die Tangenten 
in B und C dem Durchmesser AD parallel sein werden, woraus 
die Construction der Ellipse sich leicht ergiebt. Wenn der Winkel 
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09 ein Rechter ist, so verwandelt sich das Parallelogramm in einen 
Rhombus, dessen Diagonalen die Haupt- Axen unserer Ellipse sind. 
Für a = b wird das Parallelogramm ein Rechteck, und man er- 
hält, wenn f und g die halben Haupt- Axen der gesuchten Ellipse 
s.ind , 

woraus die bekannte Eigenschaft 

f*+g*=<2a\ 

fg~ « 2 Siiiß> 
hervorgeht. 

Wir kommen jetzt zu der Betrachtung der Wurzeln der von 
En ler aufgestellten Gleichung (2). Ich werde zeigen, dass diese 
cubische Gleichung, auf welche das Problem führt, im Allgemeinen 
immer drei mögliche und zwar positive Wurzeln hat, und dass 
diejenige, welche hier allein Iii Betracht kommt, stets die kleinste 
von allen ist, während die beiden andern Wurzeln sich auf Kegel- 
schnitte, die uicht Ellipsen sind, beziehen. 

Zu diesem Ende setze ich 

ß=*z\f bacd 

und transformire die Gleichung (2), welche durch Substitution der 
Werthc von a, y, 8 y e, £ folgende wird : 



, 3crf (a + b) 2 + jjttfl (c -I- d) 2 - 4 abct l abcd(a+b)(c+d) _ 
+ 1 j P 2 =v. .. (->) 

in nachstehende : 

x'-2 W z»+|3(p« + tf*)^4)2^4 W =0 (4) 



wo 



fl-f b c + d 

p - v ab f *r m Y*f: 



ii 



Das allgemeine Criteriuin, dass die cubische Gleichung 

z 3 + Az 2 + Bz + C=0 



Ifnifi 



drei mögliche Wurzeln habe, ist bekanntlich : 
welches sich für unsere Gleichung in 



> 108 /> V + 4;> Vi *P V — 27(p 2 + v 2 ) + 984 



I 
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verwandelt. Da nnn sowohl p als q grosser als 2 sind, so wird 
man haben 

wo t — ^-~— und u = ^-^- positive Grössen sind ; die obige 
Bedingung wird demnach erfüllt, wenn der Ausdruck: 

4(f*+t* 2 ) + 9(f '+«») +9<«(*+m)*— 4 -in» - - 32 (V 

positiv ist. Derselbe kann aber wie folgt geschrieben werden: 

4(*-«) a + itu +6 (f M-u») +(f +tt)(<-tf)»+9ft*(f-a)^+4W, 

woraus hervorgeht, das« diese Grösse in der That stets positiv 
ist, also die Gleichung (4), und daher auch die Gleichung {3) oder 
(2), immer drei mögliche Wurzeln hat. Da ferner der Coeflficient 
von z in der Gleichung (4) offenbar positiv ist, so sind nach dem 
Descartes'schen Satze die Wurzeln dieser Gleichung zugleich 
alle positiv. 

Die Bedingung |3 2 <ay fordert, dass z<2 sei. Da in der 
Gleichung (4) der links stehende Theil für z=0 negativ, nämlich 
— AjMf uod km* positiv, nämlich G(p — a 2 ) wird, so liest eine 

Wurzel zwischen den Grenzen jO und 2, unu da das Glied 4py 
immer grösser als 16 ist, so können zwischen diesen Grenzen 
nicht alle drei Wurzeln enthalten sein , sondern nur eine und zwar 
die kleinste von allen, wodurch die obige Behauptung, dass die- 
jenige Wurzel, welche für die Aufgabe allein in Betracht kommt, 
die kleinste der drei Wurzeln ist, sich bestätigt. 

Nicolaus Fuss-hat in den Novis Actis djer Petersburger 
Akademie Tom XI. 1798. eine Abhandlung *) veröffentlicht, m wel- 
cher er die von Euler gegebene eubische Gleichung in Beziehung auf 
ihre Wurzeln untersucht, und auf einem von dem hier «eingeschla- 
genen sehr verschiedenen Wege ebeniatls findet, dass dieselbe immer 
drei reelle Wurzeln hat, von denen eine dem vorliegenden Pro- 
bleme entspricht, die andern beiden aber sich auf Hyperbeln be- 
ziehen. Um das Erscheinen derselben zu erklären, betrachtet er 
die in Rede stehende Aufgabe als einen besondern Fall dieser 
allgemeinen : 

„jüoter allen durch vier gegebene Punkte gehen- 
den krummen Linien der zweiten Ordnung die- 
jenigen zu finden, bei welchen das Rechteck 
aus d-eu Halbaxen ein Kleinstes wird'S 

wo jedoch die Parabel wegen ihrer unendlich grossen Axe aus- 
geschlossen ist. 



•) „Dilur.tdationcs super probleroate geometrico de ellipgi minima 
per data quatuor puneta ducenda. " 
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Anwendung der Projectionslenre auf die Aufgabe : 
„Die kleinste Ellipse zu finden, welche einem 
gegebenen Vierecke umschrieben werden 

kann." 

• Aufgabe. 

Zwei einander schneidende Sehnen eines Kreises 
sind mit ihren Segmenten gegeben, man sucht den 
Winkel, unter welchem diese Linien sich schneiden 
müssen, damit der Inhalt des durch ihre Endpunkte 
sehenden Kreises in Beziehung auf den Inhalt des 
Vierecks, welches durch Verbindung dieser Punkte 
entsteht, ein Kleinstes werde. 

- 

Auflösung. 

Wir bezeichnen die Segmente der einen Sehne durch « und ß, 
die der andern durch v und 8, wo im Allgemeinen «>/3 und y> 8 
sein mag, den gesuchten Winkel durch <p t den Inhalt des ent- 
sprechenden Kreises und Vierecks resp. durch K und J , dann ist 

ctß = y8 

und . j 

K _(* -ß) 2 + (y- fl)» - 2 («— ß) (y-8) Cos y + iaß Sin g * 
/— 2(«+/S)(y-H)Sing> 3 

welcher Ausdruck ein Kleinstes werden soll. Differenziirt man 
denselben in Beziehung auf q> und setzt den ersten Differenzial- 
quotienten gleich Null, so ergiebt sich der gesuchte Winkel aus 
folgender Gleichung: 

(I) . . . . Cosec y*{ Cos y » -f ( "~^ ^ ~ ^ Cos y» 

_ 3[(«-/?)H(y-^) 2 ]-|-4a/3 Co («-ft( y -3) 
4« ( tf ^ 2aß 

oder wenn man den Factor Cosec y 2 weglässt, aus dieser: 

(II) co-,'+fe=^=2co.,» 

_ 31(«-flH(Hm¥ Cos „ + (,-^-d) =0 

Im Allgemeinen kann man zwar mit diesem Factor die Gleichung 
idiren, allein in besondern Fällen wird man durch Berücksich- 
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tigung desselben diejenigen Wurzeln, welche nicht zum Probleme 
gehören, sogleich entfernen können. 

Als specielle Fälle betrachten wir folgende: 

Setzt man «=:y und ß~S , in welchem Falle das Viereck ein 
Trapez wird, dessen nicht parallele Seiten einander gleich sind, 
80 entsteht: 

C, 8 e Cy «lCo gy » + ( ^C,s^- 3(g -£7 2 ^Co S9 , + ^f ) 

= Cosec 9 4 ( Cos g>* -f (-*±£ - l) Cos <p - } (1 - Cos <p) =0, 

also bleibt, da der Factor 1 — Cosa? sich ge»en denselben Factor 
in Sing) 2 weghebt, nur die quadratische Gleichung 

W + (^-i)co 8 *-<^=o, 

und man erhält 

- ~ ( + «ß) ± s/~«^) 2 + IV («~fl a , 

Los <p_ ^ 9 

wo aber nur der erste Werth in Betracht kommen kann, da der 
andere Cosa>>— 1, also für y einen unmöglichen Werth giebt. 

Setzt man ferner y=<5, d. h. ist das Viereck ein solches/ in 
welchem eine von beiden Diagonalen durch die andere halbirt wird, 
so hat man 

Cosec y* { Cos y 3 - 3( "~^* * Cos y } = 0, 
also nur Cos y=0, d. h. y = 90°, da die andern beiden Wurzein 

■ t 

also für y unmögliches geben. , 

Wenn a=ß und v=d, also, da txß±y6 sein muss, das Vier- 
eck ein Rechteck wird, so findet sich 

Cosec y* . (Cos y * — Cos y) = 0, 

also ist die einzige Wurzel 

Cos 9 = 0 und daher 9 =90°, 

welches mit dem bekannten Satze , dass das Quadrat unter allen 
gegebenen Kreise eingeschriebenen Vierecken den grössten 
Bat, übereinstimmt. 

Setzt man « = y = 0 und ß = d, in welchem Falle sich das 
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Viereck in ein gleichschenkliges Dreieck verwandelt, so ergiebt 
sich nur die eine Wurzel 

> 

Cos <jp = i , 

/ * 

also — G0°, welches den Satz enthält, dass unter allen einein 
Kreise eingeschriebenen Dreiecken das g 1 e i ch s e i t i g e den gröss- 
ten Inhalt hat. 

Wir wollen jetzt die Gleichung (II) in Beziehung auf ihre 
Wurzeln untersuchen. 

Setzt man Cos<p = 0, so ist der Werth des links vom Gleich- 
heitszeichen stehenden Ausdrucks 

• • • • • • 

(a-ß)(y—S) 
Sc«* ' 

also positiv, wenn a — ß und y — 6 gleiche Zeichen haben, ne- 
gativ, wenn eine von beiden «rossen -f- und die andere — ist; 
setzt man Cosqp = +l, so wird derselbe 

aß 

also negativ. 

Für Cosqp= — 1 gehl jener Ausdruck in 

, . j I I ■ — — / 

T aß 

übSr, ist also positiv, für Co#tp=i-\-<x> wird derselbe 

-foc, also positiv 

und für Cos qp — — cc wird er 

— oo, also negativ, 

weshalb eine Wurzel zwischen -f 1 und —1 liegt; eine zweite 
Wurzel liegt zwischen -f-1 und •§- od und eine dritte zwischen — l 
und — oo. Diese beiden AVurzeln geben aber Cosqp>4;l, also 
für cp einen unmöglichen Winkel und gehören daner nicht zum 
Probleme, so dass nur die eine, zwischen -f 1 und — 1 liegende, 
für unsere Aufgabe in Betracht kommt. Dieselbe ist -f wenn a—ß 
und y~~ 6 gleiche, und — wenn sie ungleiche Zeichen haben. In 
jenem Falle erscheint der spitze, in diesem sein stumpfer Neben- 
winkel. 

Wenn man in dem gegebenen Vierecke ABCD (Taf. IV. Fig. 5.) 
die beiden einander innerhalb desselben in O schneidenden Diago- 
nalen AC und BD zieht und die Abschnitte AOz=a, ()C=f>. 
BO=c, OD=zd setzt, wo im Allgemeinen immer a>&, c>c/ 
anzunehmen ist, so kann man alle EUi psen , welche diesem Vier- 
ecke umschrieben sind, als Projectionen des Kreises K, und das 
gegebene Viereck als Projection des entsprechenden Kreisvierecks 
J betrachten, wobei zugleich a als Projection von a, b als Projec- 
tion von ß, c als Projection von y und d als Projection von 6 er- 
scheint, so dass \ 
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esettt werden darf. 

Bezeichnet man den Inhalt deö gegebenen Vierecks AB CD 
urch t und den Inhalt einer ihm umschriebenen Ellipse durch 
o ist offenbar 

K E 

J=7 ' 

Iso, wenn man den Winket, unter welchem die Diagonalen des 
egebenen Vierecks einander schneiden, durch a bezeichnet, 

II 
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wo cp den Winkel bedeutet, welchen die beiden Diagonalen des- 
jenigen Kreisviereck« einschliessen , von welchem das gegebene 
Viereck die orthographische Projection ist. 

Wenn nun 

Ax* + IBxy + ty + <2Dx + 2Ey + F=0 

die Gleichung einer dem gegebenen Vierecke umschriebenen Ellipse 
ist, der Anfangspunkt der schiefwinkligen Coordinaten in dem 
Durchschnittspunkte O der Diagonalen liegt, und die Axeii des 
schiefwinkligen Coordinatensystems in diese Diagonalen fallen, wo- 
bei zugleich die Richtungen a und c als positiv, die von b und d 
als negativ anzunehmen sind, so ergiebt sich 

A = cd, C=ab, D— — \cd{a — b), E = —\ab(c — d), 

F= — ab cd, 

während B unbestimmt bleibt. 

Die Gleichung des Kreises K auf schiefwinklige Coordinaten 
bezogen, deren Anfangspunkt der Durchschnittspunkt der Diagona- 
len des Kreisvierecks ist, und deren Axen in diese Diagonalen 
fallen, ist 

(I - 9)* + (n - W + 2 ( l - g) - h) Cos cp = r* , 

wo q und h resp. die Abscisse und Ordinate des Mittelpunkts des 
Kreises, r seinen Radius bedeutet und cp seine obige Bedeutung 
behält. Bezeichnet man ferner die Winkel, welche die Diagona- 
len des Kreisvierecks mit der Projections-Ebene bilden , in welcher 
das gegebene Viereck liegt, durch & und A, und die Coordinaten 
des Mittelpunkts der dem gegebenen Vierecke umschriebenen 
Ellipse durch m und n, so ist 

j- = xSec&, <7 = mSec#, 
r\=zySec\, A=nSecA; 

und man erhält: 
^ = CosA 2 , 

B = + Cos # Cos X Cos cp , 
C=Cos#», 

Dz= — (m Cos X — n Cos cp Cos &) Cos & Cos X , 
E = — (nCos# — mCosqpCosA)Cos^Cosil, 
F = m 2 Cos X 2 + n 2 Cos # 2 - 2?/w Cos # Cos X Cos cp— r 2 Cos# 2 Cos A 2 . 

Demnach ist 

B* = abcd Cos cp*, % 

und man erhalt 

B = Cos <p V abcd. 
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Der Werth von /?, welcher der kleinsten dem gegebenen Vier- 
ecke umschriebenen Ellipse entspricht, ergiebt sich also aus der 
Gleichuog (II) ; man erhält nämlich durch die Substitution folgende 
cnbische Gleichung 

(III) J? 3 +(«— b)(c— d)B* 

Z\(a-b)^cd ^(c~d) % ab\^Aabcd (a—b)(c-d)abcd n 
4 U + ~~ 2 ~ ü 

Die Euler'sche cubische Gleichung (2) verwandelt sich, wenn 
man den Anfangspunkt, wie hier geschehen, in den Durchschnitts- 
punkt der Diagonalen verlegt, also dort für a, y etc. resp. die 
uliigen Werthe für A, C etc. setzt, genau in diese Gleichung (III). 
Bei der Untersuchung specieller Fälle wird man auch hier den 
Factor Cosecqp 2 nicht un berücksichtiget lassen, indem man statt 
Gleichung (DI) unmittelbar anzuwenden, dieselbe zuvor durch den 
Factor 

1 



(tf-f V abcil) (B - \ abcd) 

maltipliciren wird. 

Setzt man ad = bc 9 wodurch das gegebene Viereck sich in 
ein Trapez verwandelt, so ergiebt sich 

_((«-&)* + ab) + V ((«-6)*+a6)* + 2fl6(a-S) 5 " 

Cos (p= — — — — — — . 

wo aber nur der erste Werth in Betracht kommt, da der andere 
für q> einen unmöglichen Werth giebt. 

Wenn c — d ist, d. h. ist das Viereck ein solches, in welchem 
eine von .beiden Diagonalen durch die andere halbirt wird , so er- 
gebt sich t 

Cos(p=0 und Cos<p = ±V [l + l ^^* I; 

man hat also allein B=0, indem die anderen beiden Wurzeln aus- 
scheiden, weil q> unmögliche Werthe erhält. 

Die Gleichung der gesuchten Ellipse ist folgende: 
c a x* + aby* — c 2 (a— b) x — abc* = 0 , 

■ 

oder, wenn man den Anfangspunkt der Coordinaten in die Mitte 
der ungleich gctheilten Diagonale „verlegt, wodurch 

, a — b 

x in x + -^> — 

fibergeht, 

• + aby 2 z=i c 2 ^— — — ^ 9 

und man erhält folgenden Satz: 

Thcil X 13 



c*x* 
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„Wenn in dem gegebenen Vrerecke eine von 
beiden Diagonalen durch die andere halbin 
wird, so fäll t der Mittelpunkt der kleinsten um 
sch rieben en Ell ip»e in den Halbi rungspunkt dei 
ungleich getheilten Diagonale." 

Hier sind a ^ - und °^/ a ^ conjugirte Halbmesser der ge 

suchten Ellipse, die Construction derselben ist daher sehr leicht. 
Wenn ausser c=il auch a=zb, also das gegebene Viereck eii 
Parallelogramm ist, so ergiebt sich als Gleichung der gesuchter, 
Ellipse : 

übereinstimmend mit dem obigen Resultate. 

Die Aufgabe: „die kleinste Ellipse zu finden, welch» 
einem gegeben en Dreiecke umschriebenen werden kann'* 
von welcher wir oben die Eu ler' sehe Auflosung gegeben haben 
ordnet sich auch jenem Falle sehr einfach unter. Ist nämlicr 
(Taf. IV. Fig. 3.) $()/) das gegebene Dreieck, halbirt man eine 
Seite OD in G, zieht BG und verlängert dieselbe bis FG=lBC 
wird, so muss die gesuchte kleinste Ellipse durch den Punkt / 
gehen. Setzt man also DG=GO=c, JSG=a und FG = £a, s< 
wird die obige Gleichung folgende: 

9c 2 * 2 +3ay ==4a 2 r 2 ' 

2 2c 

Hier sind und conjugirte Halbmesser. Der Anfangspunk 

der Coordinaten ist Mittelpunkt der Ellipse und fallt in den Schwer 
punkt des gegebenen Dreiecks. 

Die Gleichung (III) kann auf ähnliche Weise wie Gleichun; 
(3) transformirt werden. Setzt man nämlich 

a — 6 , c — d 

P=vib und *= vSS* 

so ergiebt sich, wenn B~\zV abcd gesetzt wird: 

(IV) ... z» + W s — i3(P* + 9*)+ 4 )z+ 4 P9=<>' 

wo p und q stets positiv angenommen, werden können. Dies« 
Gleichung nat offenbar zwei positive und eine negative Wurzel 
für unsere Aufgabe kommt nur die positive zwischen 0 und 2 lie 
gende Wurzel in Betracht. 

Will man den Factor. Coseccp 2 gleich mit berücksichtiget], s< 
nimmt diese Gleichung folgende Gestalt an: 

(V) 1 1» +2 Pg z*- [ 3 + 4] t + ipg | ■ g _ ^ + ^ = 0. 

Ist »las gegebene Viereck ein Trapez, so wird p = q und dies 
Gleichung reducirt sich auf folgende quadratische: 
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: 2 +2(/>* + l)x— 2p* = 0. 

Ist das gegebene Viereck ein' Parallelogramm, so wird pntTfr Q, 
und die Gleichung verwandelt sich in 

2 = 0, 

übereinstimmend mit den obigen Resultaten. 



Nachdem wir die Aufgabe: „die kleinste einem gege- 
benen Vierecke umschriebene Ellipse zu finden", in 
ihrer allgemeinsten Form gelöst haben, stellen wir noch einige 
Sätze zusammen, welche »ich ohne Oalcul auf elementare Weise 
ableiten lassen, und zum Thcil in jener Aufgabe enthalten sind. 
Wir schicken folgende leicht zu beweisende Sätze voran. 

1) Bezeichnet t den Neigungswinkel einer geraden Linie a 
gegen die Projections- Ebene, und u' die orthographische Projec- 
tion dieser Linie, so ist 

a' = a Cos V 

Zusatz. Jede gerade Linie, welche in irgend einem Ver- 
hältnisse getheilt ist, erscheint in der Projection in demselben Ver- 
hältnisse getheilt. 

"2) Jedes Dreieck ist zu betrachten als die Projection eines 
gleichseitigen Dreiecks, jedes Parallelogramm als die Projec- 
tion eines Quadrats, jede Ellipse als die Projection eines 
Kreises. 

3) Wenn der Flächen-Inhalt irgend einer ebenen Figur durch 
I der ihrer Projection durch F' bezeichnet wird, so ist 

F = F.Cosi f 

wo i den Neigungswinkel der zu prdjicirenden Figur gegen die 
Projections Ebene bedeutet. 

Zusatz. Jede ebene Figur, welche in einem gewissen Ver- 
hältnisse getheilt ist, erscheint in der Projection in demselben 
Verhältnisse getheilt. 

Aus der Lehre vom Grössten und Kleinsten sind folgende ele- 
mentare leicht zu beweisende Sätze bekannt : 

1) Unter allen wEcken, welche einem gegebenen Kreise ein- 
geschrieben werden können, hat das reguläre den grössten 
Flüchen • Inhalt. 

Zusatz. Das gleichseitige Dreieck ist das grösste unter 
allen Dreiecken und das Quadrat das grösste unter allen Vier- 
ken , welche einem gegebenen Kreise eingeschrieben werde n 
können. 
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2) Unter allen ?iEcken, welche einem gegebenen Kreise um- 
schrieben werden können, hat das reguläre den kleinsten Flächen- 
Inhalt. 

Zusatz. Das gleichseitige Dreieck ist das kleinste unter 
allen Dreiecken und das Quadrat das kleinste unter allen Vier- 
ecken, welche einem gegebenen Kreise umschrieben werden können. 

Diesen Sätzen fügen wir noch folgenden hinzu : 

Lehrsatz. 

Wenn eine von zwei Sehnen eines Kreises durch 
die andere halhirt wird, so ist der Inhalt des durch die 
End punkte derselben gehenden Kreises in Beziehung 
auf den Inhalt des Kreisvierecks, welches durch die 
Verbindung dieser Endpunkte entsteht, ein Kleinstes, 
wenn die beiden Sehnen auf einander senkrecht stehen, 
also der Mittelpunkt des Kreises in den Halhirungs- 
punkt der ungleich getheilten Sehne fällt. 

Beweis. 

Es seien (Taf. IV. Fig. 6.) AB, CA) die beiden Sehnen, welche 
sich in E schneiden, so dass AE—EB ist. CD stehe auf AB 
senkrecht. Man halhire CD in F 9 so ist dieser Punkt der Mit- 
telpunkt des durch die Punkte A, B, C, Zugehenden Kreises; 
der Inhalt desselben ist in Beziehung auf das Viereck ACBD ein 
Kleinstes. Denn zieht man durch E die Linie CD' beliebig, 
macht CE=CE, D'E=DE, halbirt CD' in G und zieht GH 
senkrecht auf C D', so ist II der Mittelpunkt des durch die Punkte 
A, B, O, D' gehenden Kreises und Uli ein Radius desselben. 
Da nun CH>ÜG und CG=CF, so ist CB> CF, also der 
Inhalt des duich A,B> C a D' gehenden Kreises grösser als der 
Inhalt des durch A, /?, C, D gehenden. Zugleich ist Viereck 
ACBD' < Viereck ACBD, demnach 

Kreis AC BD' Kreis A CBD 
Viereck ACBD' > Viereck ACBD' 

w. z. b. w. 

Aus der Verbindung dieser Sätze mit den obigen erhalt man 
nun leicht die folgenden: 

„Wenn in einem Vierecke eine von beiden Dia- 
gonalen durch die andere halbirt wird, so fällt 
der Mittelpunkt der diesem Vierecke umschrie- 
benen kleinsten Ellipse in den Ilalbir ungspu nkt 
der ungleich getheilten Diagonale, woraus sich 
eine leichte geometrische Construction dieaer 
Ellipse ergiebt." 

Zusatz 1. Der Mittelpunkt der einem Parallelogramme um- 
schriehenen kleinsten Ellipse liegt im Durchschnittspunkte der bei- 
den Diagonalen. 
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Zusatz *2. Der Mittelpunkt der einem Dreiecke umschriebe- 
nen kleinsten Ellipse Hegt im Schwerpunkte desselben. 

Wenn ein gleichseitiges Dreieck mit dem ihm umschriebenen 
uod eingeschriebenen Kreise orthograpbiscb projicirt wird, so ent- 
stehen in der Projection zwei eoncentrische ahnliche und ähnlich 
liegende Ellipsen, und zwar sind die Axen der kleineren die Hälf- 
ten der ihnen entsprechenden Axen der grossem Ellipse ; die Pro- 
jection des gleichseitigen Dreiecks wird ein Dreieck, dessen Ecken 
in dem Um Tange der grössern Ellipse liegen und dessen Seiten 
die kleinere berühren. Der gemeinschaftliche Mittelpunkt der 
Ellipsen ist der Schwerpunkt dieses Dreiecks. 

„Demnach lässt sich in eine gegebene Ellipse eine 
Schaar gross ter Dreiecke einschreiben; nämlich jeder 
Punkt der Ellipse ist Ecke eines solchen Dreiecks; die- 
selben haben gleichen Inhalt, ihre Schwerpunkte lie- 
gen im Mittelpunkte der Ellipse, und ihre Seiten hül- 
len eine zweite der gegebenen coucentrische, ähnliche 
uud ähnlich liegende Ellipse ein, deren Axen halb so 
«ross sind, als die entsprechenden jener. " *) 

Wenn ein Quadrat mit dem ihm umschriebenen und einge- 
schriebenen Kreise orthographisch projicirt wird, so entstehen in 
der Projection zwei coucentrische ahnliche und ähnlich liegende 
Ellipsen, und zwar verhalten sich die Axen der kleineren zu den 
entsprechenden der grösseren wie l:v'2» die Projection des Qua- 
drats ist ein Parallelogramm, dessen Ecken in dem Umfange der 
grossem Ellipse liegen und dessen Seiten die kleinere berührert. 
Oer gemeinschaftliche Mittelpunkt der Ellipsen ist der Schwcq>unüt 
dieses Parallelogramms. 

„Demnach lässt sich in eine gegebene Ellipse eine 
Schaar grösster Parallelogramme einschreiben; näm- 
lich jeder Punkt der Ellipse ist Ecke eines solchen Pa- 
rallelogramms; dieselben haben gleichen Inhalt, ihre 
Schwerpunkte liegen im Mittelpunkte der Ellipse und 
ihre Seiten hüllen eine zweite der gegebenen eoncen- 
trische ähnliche und ähnlich liegende Ellipse ein, deren 
Axen sich zu den entsprechenden der gegebenen wie 
l:f*2 verhalten", und allgemein: 

Wenn ein reguläres »Eck mit dem ihm umschriebenen und 
eingeschriebenen Kreise orthographisch projicirt wird , so entstehen 
in der Projection zwei coucentrische ähnliche und ähnlich liegende 
Ellipsen, und zwar verhalten sich die Axen der kleineren zu den 

entsprechenden der grössern wie Cos — :1; die Projection des re- 

gulären »Ecks ist ein «Eck, dessen Ecken in dem Umfange der 

Sossera Ellipse liegen und dessen Seiten die kleinere berühren, 
er gemeinschaftliche Mittelpunkt heider Ellipsen ist der Schwer- 
punkt dieses nEcks. 



•) Man vergleiche Crcllc'* Journal für reine und angewandte 
Mathematik. Bd. \\\. Heft .). S. 275. 
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„Demnach lägst sich in eine gegebene Elliuseeine 
Schaar grosster »Ecke einschreiben; nämlich jeder 
Punkt der Ellipse ist Ecke eines solchen »Ecks; die 
selben haben gleichen Inhalt, ihre Schwerpunkte lie- 

f;en im Mittelpunkte der Ellipse und ihre Seiten hul- 
en eine zweite der gegebenen concentrische ähnliche 
und ähnlich liegende Ellipse ein, deren Axen sich zu 



2n 



den entsprechenden der gegebenen wie Cös — :1 ver 
halten." 



lieber einige Relationen zwischen den 
Inhalten zweier Tetraeder, die für eine 
Fläche zweiter Ordnung* reeiproh von 

einander sind. 

Von dem 

Herrn Doctor A. R. Luchterhandt 

xu Berlin. 



Nehmen wir zunächst als Fläche zweiter Ordnung eine Kugel, 
deren Gleichung 

ist und bezeichnen die Coordinaten der Ecken des einen Tetraeders 

mit «t»9i>*i; x i>y*>H\ ^s»y3»2s; X\*y\>*\\ so hat man f5r die 
Polarebenen derselben die Gleichungen 

XiX+yzy+H*=T r , (3) i 

Der Durchschnitt je dreier dieser Ebenen giebt eine Ecke des 
reeiproken Tetraeders. Bezeichnen wir die Coordinaten dieser 
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Punkte mit fc 5 %A' V^""'^«^ 

Sione, dass {, dem Schneidepunkt der Ebenen (2) , (d) und 

(4) entsprechen, und setzt man noch der Kürze wegen 

#i 5 a— #2*1 = «12 » *i ~~ Vi = » *i#« ~ "^2#i = c i* » 

#1*3— y3 J l="l3 » 21^3-^1 = ^13 » ^1#3-^3#1 =£? 13; 
#1*4— #4*1 =«14 » 21*4 — ^1=^4 » *l#4-' ar 4Sfl = c w5 
#«23 —#322 = 023 » 2 a aT a — 23^ = 6» , *a#3 ~ ^3#2 = «23 ? 
#2 2 4— #422 = fl 24 » V4 — 2 4 ^ 2 == ^24 » ^2#4 _ *4#2=«24 5 
#324— #4^ = «34 > 23^4 — =634 , ^3#4~ *4#3 = C 34; 

und bemerkt , dass « ia + a 2 i = 0 u. s. w. , so erhält man 

> 2 «34 + «42-h fl «3* a ^34+^42+^23 f. .o «34 + «42 + «23 

t - «41 +«13 + «34 „ ,« *41 +^13+^ 34 ^ , _ 2 «41 +«13 + «34 

^ =r — 27(134) — ' iVÖ55T ' 52 ' #(134) 

«12 + «24 + «41 • f « A2+ 6 24 + * 41 * » «12 + «24 + « 41 



7VÖF24) • — F(F24) ' &=r N<JM) 

« «23 +«31 + «12 L| . *23 +*31 +*12 c. ««23 + «31 +«12 

^ jy ( l-23) ' iV(lt>3) ' *" r A(l23) 

wo 

xV(234) =* S tI M + * 3 «42 + *4«23 =#2*84 + #3*4* + #4*23 

= 2.2^4 + £3^42 + Z 4 C a3 ; 

iV(134) = ^304! +*4«13 + 3*1«34=#3*41 + #4*13 + #1*34 

= 2304! +2 4 C 1S + 1^34; 

AT (124) = x A a x 2 -f x x ff a4 + ^41 = #4*12 + #i *24 + #2641 

= r 4«l 2 + *1 «24 + 2a«41 5 
iV(123) = + JVta + *3«12=#i*23 +#2*81 +#8*12 

= h C J0 + 22«31+ 23 «12« 

Bezeichnet P den Inhalt des erneu und II den des anderen 
Tetraeders, so hat man, ohne Rucksicht auf das Zeichen, 

6P= X X (a a3 + «34 + «42> + («14 + «43 + «81 ) + *3 («12 + «24 + «4l) 

+ #4(«13+«32 + «2l)» 

617= & («23 + «84 + «42> + &(«24 + «43 + «3l) + & («12 + «24 + «4l) 

+ £4<«18 + «32 + «2l)' 

Nun ist aber 

«i2 = %S2-«i- iV(234)iV(134) ' 
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«13 - - - jV(234)iV(12l)~ > 

23— i?2ö «2— iy (1 34 )iV(1 24) » 
— f * __ 6(jr 3 ~.r 1 )r 4 .P 

und deshalb 

«23 -r 34 + «42— ]V(123)"iVä^iV(l34) * 

« -i- 36t 4 /**. arg 

i4 -r 43 + «3i ~+ jV(123)A r (234)iV(124)' 

«12 + «24 + «4i = — 2v(T^3riV(134)A(234) 9 

13 + «32 + «2i - + Ntmw^i!m' J 

und hiernach: 

j^l(fl23+«34+«42)+^2(fll4+«43+«3l) + ^(«12 + «24+«4l)| 

6J7=36r«./» - — 4-J- 4 («i3-|-«32+^2i) 

A r (123)iV(124)iV(134)iV(234) ' ~~ 

216r«i» 

~~ ^(123)^(124)^(134)^(234)' 

Bedeuten nun noch P l9 P 2 , P 3 , /> 4 die Rauminhalte der Te- 
traeder, welche durch den Mittelpunkt der Kugel und durch je drei 
der Eckpunkte des ersten Tetraeders gebildet werden, so dass also 

iV(123) = 6P 4 , JV(124)=6P 3 , N(IU)=ÜP 2 , iV(234) = 6P 1 

ist, so kann man obige Relation so darstellen: 

r*P 3 

WPiPzPtPt < A > 

Da nun 

Xl =r 2 «34 + «42 + «23 ? • ^34 + ^42 + ^23 

^2«34+^*3«42+^4«23 ' -*2«34+^3«42+*4«23 ' 

. = r « 734+7 4 2+723 . 
1 ' *2«34+^S«42+-*4«23 ' 

u. s. w. 
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wo die Bedeutung von ß und y leicht erhellt, so hat man auch 

r 6/JS 

wo Iii, -^a» ^3» ^4 eine ähnliche Bedeutung haben wie P x u. s. w. 

Aus den beiden aufgestellten Ausdrücken ergeben sich nun 
leicht auch die folgenden: 

r i2/32.j I 2_ :6 4 > /> i p 2 p 3 /> 4 j7 i j7 2i 73J7 4 , .... (D) 

r^p^=6^(P 1 p 2 p 3 p i yn l n z n z n 4> (E) 

r^JI8=68.(J7 1 J7 2 U 8 JT 4 ) 3 P 1 /^P 3 P 4 (F) 

Bezieht man die Tetraeder nicht auf die Kugel, sondern auf eine 
solche Fläche der zweiten Ordnung, die einen Mittelpunkt hat und 
deren Halbaxen a, b, c sind, so gehen die angegebenen Relatio- 
nen in die nachstehenden über : 

aWc 2 JZ 3 

P= wn 1 ii t n 3 n 4 ' (B '> 

P x PJ\P~i~ nJIJh^l 9 (C/> 

a 4 Ä 4^/» J p=64.P 1 /V^/> 4 /7 1 JT 2 n 3 JT 4 , . . . .(DO 

a 8 6 8 c 8p 8=6 s <( p i p a p 3 /> 4) 3 7^773/14, (E') 

a868 C 8JI8=68.(/7 1 77 2 7J 3 JI 4 )3p l P 2 P 3 P 4 , (F') 

welche man aus jenen leicht erhält, wenn man för r 3 überall 
a.b.c setzt. 

Betrachtet man ein Paraboloid, dem die Gleichung 



entspricht, und bezeichnet man mit D x 11. s. w. den Inhalt des- 
jenigen auf die Ebene der yz projicirten Dreieckes, welches von 
den Punkten x», y 2 , z 2 ; .r 3t y 3 , z$; x A , y 4 , x, gebildet wird, 
und legt man dem Zeichen A x eine ähnliche Bedeutung bei, so 
bat man: 

"-Äp- ^ 

9pp l I P_ 
P* JI 4 ■ 

nfäDjr^^zrji' (C " } 
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XVII. 

Uelier den geometrischen Ort des 
Seheiteis eines Kegels zweiten Grades, 
welcher die Seiten eines windschiefen 

Sechsecks berührt. 

Von 

Herrn Fr. Seydewitz, - 

Oberlehrer am Gymnasium zu Heiligenstadt'. 



L 

L ehrsatz. 

Ist im Räume irgend ein windschiefes Sechseck 
ftbc&ef gegeben, und man verbindet die Hau ptge^en ecken 
a und Ö, b und e, c und f desselben durch drei gerade 
Linien <tf>, be, cf; so ist jeder Punkt einer Geraden, 
welche diese drei letzteren durchschneidet, also jeder 
Punkt des durch dieselben bestimmten einfachen Hy- 
perboloids der Scheitel eines Kegels zweiten Grades, 
welcher die sechs Seiten des Sechsecks berührt. 

Beweis. 

Es sei D ein Punkt einer Geraden m, welche die Geraden 
ad« be, cf schneidet; so schneiden sich die drei Ebenen ZJaö\ 
Dbe, Dcf in dieser Geraden m. Eine beliebige Ebene <ß treffe 
die Geraden Da, Db 9 De, Z)Ö, De, Df in den Punkten er, ß, y, 
8, s, q> und die m in u; so schneiden sich die Geraden cref, ßs, 
ycp in dem Punkte u; nach dem Satze des Brtanchon lässt sich 
also in das Sechseck afiydtcp ein Kegelschnitt beschreiben. Also 
muss der Kegel zweiten Grades , dessen Strahlen den Punkt D 
mit den Punkten dieses Kegelschnittes verbinden, die Ebenen 
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/Job, Dbc, Dcb, Dbe, Def, Dfd, und daher auch die Geraden 
Ab, bc, cö, Oe, ef, fa berfib. w. z. b. w. 

. iL 

Lehrsatz. 

Ist im Räume irgend ein windschiefes Sechseck abcdef 
gegeben, und man legt durch ie- zwei aneinander- 
stossende Seiten Ab und bc, bc und et), cö und Öe, Öe und 
ef, ef und fa desselben eine Ebene, im Ganzen sechs 
Rhenen ß, y, ö, c, <p, a, welche sich paarweise, nämlich 
ß und e, y und a», d und a in drei Geraden m,n,p schnei- 
den; zieht man endlich eine beliebige Gerade g, welche 
f», n und p durchschneidet; so muss eine jede Ebene 
%, welche durch diese Gerade 9 geht, also eine jede 
Berührungsebene des durch die Geraden m, w, p be- 
stimmten einfachen Hyperboloids, die Seiten ab, bc, CÖ, 
öe, ef, fa in sechs Punkten a', b', c', Ö' , e' , f schneiden, 
welche einem und demselben Kegelschnitte angehören. 

B e w eis. 

Die Ebene C5 schneide die Geraden m, w, p in den Punkten 
m, n, p; so liegen diese in einer Geraden 0. Da nun U: die 
Ebenen ß und e in den Linien a'b' und Ö'e' schneidet, und ?» die 
Durchschnittslinie von ß und * ist, so ist m der Durchschnitts- 
punkt der Haupt^egenseiten a'b', Ö'e' des ebenen Sechsecks 
a'b'c'öVf; und ebenso ist n der Durchschnittspunkt von b'c' und 
e'f , P der von c'ö' und fa', der beiden anderen Paar Hauptge- 
genseiten desselben. Nach dem Satze des Pascal liegen demnach 
die sechs Ecken des Sechsecks a'bVö'e'f auf dem Umfange eines 
Kegelschnitts, w. z. b. w. 

1 



» 




liineäre Konstruktion einer Curve 
doppelter Krümmung. 

Von 

Herrn Fr, Seydewitz, 

Oberlehrer am Gymnasium zu Heiligenstadt. 



I. Erklärung. 

Unter einer Curve doppelter Krümmung der wten Ord- 
nung verstehe ich ein jedes räumliche System stetig auf- 
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einander folgender Punkte, welches mit einer beliebi- 
gen Ebene im Räume im Allgemeinen und höchstens n 
Punkte gemein hat; und unter einer Curve doppelter 
Krümmung der wten Klasse ein jedes System stetig auf- 
einander folgender Ebenen, welches mit einem Belie- 
bigen Punkte im Räume im Allgemeinen und höchstens 
n Ebenen gemein hat. Tangente einer Curve doppelter 
Krümmung heisst eine jede Gerade, längs welcher sich bezüg- 
lich zwei stetig aufeinander folgende Punkte oder Ebe- 
nen der Curve, und Berührungsebene oder Berührungs- 
punkt derselben eine jede Ebene oder Punkt, in welcheji 
sich bezüglich wenigstens drei stetig aufeinander fol- 
gende Punkte oder Ebenen der Curve vereinigen. 



... i 

I. 

1. Es seien im Räume zwei beliebig (schief) liegende colli- 
neare räumliche Strahlbüschel D und D x gegeben (siehe S. 169. 
des Uten Theils des Archivs); so werden die- entsprechenden 
Strahlenpaare a, a x ; b, b x ; c, c x ; d, d^.... derselben im Allge- 
meinen sich nicht im Räume begegnen; es entsteht aber die 
Frage: ob nicht gewisse und wieviele entsprechende Strahlen- 
paare einander begegnen, und was für einem Systeme von Punk- 
ten deren Durchschnittspunkte angehören? 

Eine beliebige Ebene t& im Räume werde von den StraHlen 
a, b, c s d.... des D in den Punkten a, b, c, und eine auf iE 
liegende Ebene iE L von den entsprechenden Strahlen a lt b x , 
Cj, -rfi.... des D x in den Punkten a t , b i9 c l9 fy.... getroffen; so 
sind die Ebenen iE, Q£ L in Ansehung der entsprechenden Punk- 
tenpaare a, b, c, D.... und a lf b|, c l9 Ö-.... collinear, und folglich 
müssen sich (nach S. 25. des 8ten Theils des Archivs) in densel- 
ben im Allgemeinen und höchstens drei , jedenfalls ein Paar ent- 
sprechende Punkte vereinigen. Also gibt es in jeder Ebene des 
luuuiies im Allgemeinen drei Punkte, in denen sich entsprechende 
Strahlen von D und I\ begegnen. Zwei solche Punkte sind offen- 
bar die Mittelpunkte D, D[ der Strahlbüschel selber, indem ihr 
gemeinschaftlicher Strahl DD Xi nämlich e, von dem entsprechen- 
den Strahle c x im Punkte und dieselbe Gerade^ nämlich f\, 
von dem entsprechenden Strahle f in D geschnitten wird. 

Durch die Gerade DD X gehe eine beliebige Ebene, welche et 
oder a x heisse, jenachdem sie zu D oder zu Dt gerechnet wird. 
Die der et entsprechende Ebene cc x schneidet die a x in einem 
Strahle a x , weichem, als zu a x gehörig, ein in a liegender Strahl 
a entsprechen muss. Also schneiden sich die StraHlen a, a x in 
einem Punkte a, welcher auch einer der fraglichen Punkte ist. 
Denkt man sich nun um DD lt als Achse, einen Ebenenbüschel 
21 von stetig aufeinander folgenden Ebenen a, ß, y, ö\..., so erhält 
man eine stetige Reihe von Punkten a, b, c, Ö...., in deren jedem 
zwei entsprechende Strahlen a, a ( ; b, b\ ; c, c x ; d, d x .... von 
/), D x sich schneiden. Diese Punkte bilden also eine Curve, und, 
weil sie in einer beliebigen Ebene des Raumes im Allgemeinen 
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und höchstens drei zu drei liegen, eine Curve doppelter Krüm- 
mung der dritten Ordnung. 

Der Punkt l) x heisse c, als Durchschnitt der Strahlen e y p x ; 
ein Punkt m der Curve, Durchschnitt von///, m x , nähere sich dein 
e ins Unendliche : so wird die Sekante cm oder w x allmählig in 
die Tangente für e übergehen, und gleichzeitig /// mit e, m x mit p x 
zusammenfallen. Also ist der dem gemeinschaftlichen Strahle e 
beider Strahlbüschel entsprechende Strahl p x Tangente der Curve 
im Punkte D x . 

I s sei s diejenige Ebene des Ehenenhüschels 31, welche den 
Strahl e mit seinem entsprechenden e x verbindet; und es sei fi 
die der e entsprechende Ebene in D x . Da jede durch p x gehende 
Ebene bereits die beiden längs p x vereinigten Punkte der Curve 
• ntbält, so muss jede noch einen dritten Punkt derselben enthal- 
ten. Ks sei r dieser dritte,' der Ebene e x zugehörige Punkt; so 
liegt derselbe entweder auf der Geraden p x , oder irgend wo aus- 
serhalb f] auf s x , oder lallt mit c zusammen. Im ersten Falle aber 
Wirde einem von p verschiedenem Strahle .rein mit r x identischer 
Strahl ./ - i entsprechen, was unmöglich ist; im zweiten würde dem 
in ?i liegenden Strahle ac x ein nicht in t liegender Strahl x ent- 
sprechen, was gleichfalls unmöglich; also fallen auf s x drei Punkte 
in c zusammen, und es ist e x uMe Berührungsebene in D x . 

Lehrsatz 1. 

Sind im Räume zwei collineare räumliche Strahl- 
iis che 1 in beliebiger schiefer Lage gegeben, so gibt 
es in denselben unzählige Paare entsprechender Strah- 
len, welche einander begegnen, und zwar bilden die 
Durchschn ittspunkte aller dieser Str a h I en paare nebst 
den Mittelpunkten der beiden St rah I büschel eine Curve 
doppelter Krümmung der dritten Ordnung, und diese 
wird in jenen Mittelpunkten von denjenigen Strahlen, 
deren entsprechende sich vereinigen, und von denjeni- 
gen Ebenen berührt, deren entsprechende den gemein- 
schaftlichen Strahl mit den betreffenden Tangenten 
v erb in den. 

Dem Ebenenbüschel H von D entspricht in D x ein Ebenen- 
Üuschel H x , dessen Achse p x , und der mit ersterem in Ansehung 
der entsprechenden Ebenenpaare «, ß, y, d\... und a l9 ß x , y x , d\.:.. 
projektiviscb ist ; also bilden die Durchschnittslinien a x> b x , c x , d x .... 
der entsprechenden Ebenenpaare Linien, welche, wie oben ge- 
zeigt, den Punkt D x mit sämmtlichen Punkten der Curve verbin- 
den, einen Kegel des zweiten Grades K lf welcher auch die Strah- 
len c, und e enthält und längs den Strahlen p x und e bezüglich 
vmi denjenigen Ebenen e x und e' berührt wird, denen in 1) und 
l) { die Ebene pp x (e und z x ) entspricht. Aus demselben Grunde 
bilden auch die den* vorigen entsprechenden und nach denselben 
Punkten der Curve gehenden Strahlen a, b, c, r/.... einen Kegel 
zweiten Grades A\ welcher längs f und f\ bezüglich von zwei 
Ebenen q>' und q> x berührt wird, denen in I) x uni D die Ebene 
ff\ (*Pi un< J *P) entspricht. Diese beiden Kegel haben also einen 
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Strahl ÜD i geroein. Der Ebene ff, oder fe{q>) entspricht in D t 
die Ebene f x e x oder eeifaO; also Rillt die Ebene tpx, welche K 
längs /j berührt, mit der Ebene e L ' oder ee t ; und ebenso die t', 
welche K x längs e berührt, mit der Ebene (p oder ff x zusammen. 
Die Tangenten e l9 /"der Curve sind also die Durchschnittsünien 
der entsprechenden Ebenen fi und s, <p' und (p x , welche die bei- 
den Kegel K x und AT, K und K t , berühren. 

Das nämliche gilt nun aber auch von allen übrigen Tangenten 
der Curve. Denn sind a und m irgend zwei Punkte der letzteren, 
und man denkt sich den m ins Unendliche dem a genähert, so 
geht die Sekante am allmablig in die Tangente für a, und gleich- 
zeitig die die Strahlen a und m, a x und m l verbindenden ent- 
sprechenden Ebenen in die Berührungsebenen von K und K x längs 
a und a t über. In der That: legt man durch die Durchschnitts- 
linie dieser zwei Berührungsebenen irgend eine Ebene, so schnei- 
det letztere die beiden Keüjel in zwei Kegelschnitten, welche beide 
von jener Linie in Ä berührt werden und einen auf DD X liegen- 
den, zur Curve nicht gehörigen Punkt gemein haben. Da nun ein 
Kegelschnitt durch vier seiner Punkte und die Tangente in dem 
einen auf einzige Weise bestimmt ist, so können jene beiden 
keine zwei neuen Punkte, müssen aber einen Punkt noch not- 
wendig gemeinschaftlich besitzen, und dieser Punkt gehurt auch 
unserer Curve an. Die Ebene hat also ausser ö noch einen Punkt 
mit der Curve gemein und muss daher auch noch einen dritten 
besitzen; diesen letztere würde aber ein neuer Durchschnittspunkt 
jener Kegelschnitte sein, was unmöglich ist; also muss derselbe 
sich mit dem Punkte a vereinigen. 

Und da endlich eine solche Vereinigung auf jeder Ebene, 
welche durch jene Linie geht, stattfindet, so muss diese eine Tan- 
gente der Curve sein. 

Auf ähnliche Weise, nämlich mittels zweier Kegelschnitte, 
zeigt man, dass die Curve in jedem ihrer Punkte nur eine einzige 
Tangente besitzt. 

Lehrsatz 2. 

Die Curve, welche die Durchschnittspunkte ent- 
sprechender Strahlenpaare zweier schiefliegenden col- 
linearen räumlichen Strahibüschel enthält, gehört den 
Oberflächen zweier Kegel des zweiten Grades an, 
welche einen Strahl gemein haben, und deren Scheitel 
die Mittelpunkte jener Strahlbüschel sind« Sara in t- 
liche Tangenten der Curve sind die Durchschnittslinien 
der nach einerlei Punkte derselben gehenden Berüh- 
rungsebenen beider Kegel; insbesondere sind die Tan- 
genten in den Mittelpunkten der Strahl büschel diejeni- 
gen Strahlen der Kegel, in welchen ein jeder von der 
den anderen im gemeinschaftlichen Strahle berühren- 
den Ebene geschnitten wird, und die Berührungsebenen 
der Curve in diesen Mittelpunkten sind die, die bei- 
den Kegel längs jenen Strahlen berührenden Ebenen. 
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Die in Rede stehende Curve — man mag nun ihre Erzeugung 
durch räumliche Strahlbüschel oder durch zwei Kegel im Auge 
haben — hat grosse Aehnlichkeit mit derjenigen ebenen Curve, 
welche durch zwei proiektivische ebene Strahlbüschel und zugleich 
auch durch den Schnitt eines Kegels mit einer Ebene erzeugt 
wird. Man kann sie daher, um sie einerseits von den ebeueu 
Schnitten des Kegels dritten Grades, andererseits von der Durch- 
schnittslinie zweier beliebiger Kegel des zweiten, welche eine 
Curve doppelter Krümmung der vierten Ordnung ist und durch 
räumliche Strahlbüschel von höherer Verwandtschaft erzeugt wird, 
zu unterscheiden, den räumlichen Kegelschnitt der drit- 
ten Ordnung heissen.- 

Dass der letzte Satz auch umgekehrt gelte, hiervon wird man 
sieh mittels des Ebenenbüschels 21 leicht überzeugen können. 

2. Es seien jetzt 21, 2(, irgend zwei entsprechende und in 
einem Punkte J). 2 sich treffende Strahlen von 1) , D t ; so bilden 
die denselben angebörigen entsprechenden Ebenenpaare der räum- 
lichen Strahlbüschel zwei Ebenenbüschel 21, H x , welche in An- 
sehung dieser Ebenenpaare er, ß> y, ö.... und a t , ß y , y lf ö l .... pro- 
jektiv isch sind. Also bilden die Durchschnittslinien von <*, a x ; 
ß,ß 1 ; y,Yi'i #i einen Kegel zweiten Grades K 2 , welcher 
auch die Strahlen 71 , 21. enthält und z. B. längs 21 von derjeni- 
gen Ebene berührt wird, welche, «ler Ebene von D x ent- 
sprechend , den Strahl 2t mit der Tangente f verbindet. Bedenkt 
man nun noch, dass man die Ebenen a, ct Y ; ß, ß x .... erhält, wenn 
man die Punkte a, b.... der Curve mit den Geraden 21, 2I X ver- 
bfadet, und dass die Curve in jedem ihrer Punkte nur eine ein- 
zige Tangente hat, so gelangt man zu folgendem merkwürdigen 
Satze : 

Lehrsatz 3. 

Ein jeder Punkt eines räumlichen Kegelschnittes 
dritter Ordnung ist der Scheitel eines Kegels zweiten 
Grades, dessen Strahlen nach den übrigen Punkten, 
und dessen Berührungsebenen nach den Tangenten 
der Curve gehen. 

Die Punkte D, />, sind also keine eigentümlichen Punkte 
der Curve; vielmehr wird der Punkt // 2 und der Kegel K 2 die 
nämlichen Eigenschaften haben müssen, als D und K oder D x 
und K t ; unter anderen folgende : 

Lehrsatz 4. 

Je zwei Punkte eines räumlichen Kegelschnittes 
dritter Ordnung sind die Mittelpunkte zweier col linea- 
ren räumlichen Strahl b üsch el, und zwar sind die nach 
einerlei Punkten und Tangenten des ersteren gehen- 
den Strahlen- und Ebenenpaare entsprechende Ele- 
mente der letzteren. 
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Lehrsatz 5. 

Die B er ü hr u n g se b en e in einem beliebigen Punkte 
eines räumlichen Kegelschnittes dritter Ordnung be- 
rührtden durch jenen Punkt, alsScheitel, unddie Curve 
selbst erzeugten Kegel längs der jenem Punkte zuge- 
hörigen Tangente der Curve. 

Aufgabe. 

Durch sechs im Räume beliebig gegebene Punkte 
einen räumlichen Kegelschnitt dritter Ordnung zu legen, 
nämlich: et) auf jeder Ebene, welche durch zwei der ge- 
gebenen Punkte geht, den der Curve ange hör igen drit- 
ten Punkt; ß) die Tangenten und y) die Berührungsebe- 
nen in diesen Punkten; 8) die Punkte, welche eine im 
Räume beliebig gegebene Ebene mit der Curve gemein 
hat, und insbesondere e) die unendlich entfernten 
Punkte, die Asymptotenlinien und Asymptotenebenen 
der Curve zu finden. 

Auflösung. 

Verbindet man irgend zwei der gegebenen Punkte, z. B. D, 
D x , mit den vier übrigen a, b, c, Ö durch gerade Linien a, b, 

c, d und «tu bi, es, d^, so sind hierdurch zwei collin. räumliche 
Strahlbüschel D, D x bestimmt, iu denen diese vier Linienpaare 

.einander entsprechen, und diese Strahlbüschel erzeugen nach 
Lehrs. 2. einen räumlichen Kegelschnitt dritter Ordnung, welcher 
durch jene sechs Punkte geht- Gäbe es nun einen zweiten sol- 
chen Kegelschnitt, welcher durch dieselben sechs Punkte ginge, 
so würden nicht nur alle Geraden, welche den Punkt D mit den 
Punkten des ersteren verbinden, einen Kegel zweiten Grades K, 
sondern auch alle Strahlen , welche D mit den Punkten des zwei- 
ten verbinden, einen Kegel zweiten Grades K' kraft Lehrs. 3. er- 
zeugen. Diese beiden Regel aber würden fünf Strahlen a, b, c, d 
und DD X gemein haben ; also würden sie zusammenfallen müssen, 

d. h. der zweite räumliche Kegelschnitt würde auch der Ober- 
fläche von K angehören. Ebenso zeigt man aber auch, dass der- 
selbe der Oberfläche des Kegels K x angehört, welcher um D x als 
Scheitel durch den ersten räumlichen Kegelschnitt erzeugt wird. 
Also fallen beide räumlichen Kegelschnitte in allen ihren Punkten 
zusammen. 

et) Es sei v eine, beliebige, durch D und D x gehende Ebene, 
deren dritter Durchschnitt n mit der Curve gesucht wird. ' Denkt 
man sich unter n und n x die Strahlen , welche von D und D x nach 
n gehen , und den Strahl DD X , jenachdem er dem Kegel K oder 
K x angehört, mit e oder f x bezeichnet, so bilden einerseits die 
Strahlen a, b, c, d, e, n ein dem Kegel K, anderererseits die 
Strahlen a i9 <b l9 c l9 d X9 f X9 n x ein dem Kegel K v eingeschriebenes 
einfaches 6-Flach im Strahlbüschel*). Kraft des sogenann- 



*) Siehe Steiner's Systemnt. Entwicklung d. Abh. u. g. w. Tbl. I. S. 236. 
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ten mystischen Sechsecks liegen die drei Geraden, in denen sich, 
die drei Paar Hauptgegenflächen eines solchen 6- Flachs schnei- 
den, in einer und derselben Ebene. Legt man also durch o und 
b, 6 und c, c und d, d und e vier Ebenen ab, bc, cd, de, so er- 
hält man als Durchschnittslinien von ab und de, bc und v zwei 
Gerade p und q, und legt man durch letztere eine Ebene par, so 
schneidet diese die Ebene cd in einer Geraden r, und verbindet 
roao r mit a durch eine neue Ebene an, so schneidet diese die? 
in dem Strahle n, welcher durch den gesuchten Punkt n geht. 
Auf gleiche Weise findet man auch den Strahl n x und somit den 
Punkt tl. 

Am Einfachsten wird es sein, statt im Räume, in einer der 
Ebenen (Taf. IV. Fig. 7.) zu operiren, welche drei der Punkte 
a, b, c, D, z. B. b, c, D, verbinden. Nämlich: hat man die Ge- 
raden DD t , Da und D t A gezogen , welche diese Ebene in den 
Punkten (efj), ft' und schneiden, und ist der Durch- 

schnitt derselben Ebene mit v, so ziehe man die Geraden a'b, 
bc, eD, De; den Durchschnitt q von n' und bc verbinde man mit 
dem Durchschnitte p von a'b und De durch eine Gerade , und den 
Punkt r, wo letztere die cD trifft, mit dem Punkte a' durch eine 
andere Gerade; so trifft letztere die n' in einem Punkte n'. So- 
dann ziehe man die Gerade a/bj (tti'b), welche die c^fj (De) in 
p, schneidet, verbinde p, mit q x (q durch eine Gerade und den 
Punkt ti, wo letztere die CjDj (cD) trifft, mit a t ' durch eine neue 
Gerade; so schneidet letztere die n x ' (oder n') in einem Punkte 
rt,'. Endlich, verbinde man im Räume den Punkt D mit n', den 
Punkt Z>j mit n/ durch zwei Gerade n und^; so schneiden sich 
iiese in dem gesuchten Punkte n der Curve. 

ß) lim die Tangente der Curve im Punkte n zu finden, kon- 
itruire man die beiden Ebenen, welche den Kegel K längs n, K x 
längs n x berühren; so ist sie deren Durchschuittslinie. Bedenkt 
man nämlich, dass bei einem, einem Kegelschnitte eingeschriebe- 
nen Fünfeck die Tangente in der einen Ecke die Hauptgegenseite 
lieser Ecke in einem Punkte trifft, welcher mit den Durchschnitts- 
junkten zweier anderer Seitenpaare in gerader Linie liegt, und 
iberträgt man diese Eigenschaft auf das dem Kegel K eingeschrie- 
bene Fünf- Flach, dessen Kanten der Reihe nach n, a, b, c, d 
sein mögen, so iiudet man die erstere von jenen beiden Berüh- 

Xbenen, wenn man noch die Ebene nd legt, welche die ab 
Linie $ schneidet, diese letztere mit dem bereits gefunde- 
nen Durchschnitte r von cd und an durch eine Ebene verbindet, 
md durch die Gerade t, wo letztere die bc schneidet, und durch 
i eine neue Ebene legt; diese nämlich berührt K längs n. Die 
indere Berührungsebene ergibt sich auf ähnliche Weise. 

In der Ebene der Punkte b, c, D ist zu dem gegenwärtigen 
Zwecke nur noch Folgendes hinzuzufügen. Man ziehe die Gerade 
to 7 , welche die a'b in 3 schneidet, sofort die Gerade sc, welche 
tie bc in t schneidet, und verbinde t mit n' durch eine Gerade. 
Wiederum ziehe man D 1 n l / , welche die a^bj in b x schneidet, so- 
ort 6^ , welche die bc in t x schneidet, und verbinde tj mit n/ 
lurcb eine Gerade. Endlich verbinde man den Durchschnittspunkt 
4er Geraden tn' und tin/ mit dem Punkte n dureh eine Gerade; 
io ist letztere die gesuchte Tangente. 
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y) Die Tangente in n und irgend vier Gerade, welche diesen 
Punkt mit vier der gegebenen sechs Punkte verbinden , bestimme» 
eioen Kegel A^. Man suche wie oben diejenige Ebene, welche 
diesen Kegel längs jener Tangente berührt ; so ist dieselbe nach 
Lehrsatz 5. die Berührungsebene der Curve im Punkte n. 

d) Man ziehe aus zweien der gegebenen sechs Punkte, z. B 
aus D und D x , zweimal fünf Gerade a, b, c, d, e und a x , 
c i» '4i fi nach den jedesmaligen fünf übrigen Punkten a, b, c, 
fc, Di und a, b, c, ö, Z>; so treffen diese Geraden die im 
Räume beliebig gegebene Ebene in den Punkten a', b', c', Ö', e' 
und <*/ , b 4 ', Ci', Ö/, fi', wo e' und t\', ehensoivie eund/^, sich 
vereinigen. Jetzt lege man durch die ersteren fünf Punkte einen 
Kegelschnitt &, und durch die letzteren fünf Punkte einen Kegel- 
schnitt &i , und suche die drei (resp. zwei oder einen) übrigen* 
Punkte, welche & und ausser dem Punkte (e'fij gemein 
haben ; so sind diese die Durchscbnittspunkte jener Ebene mit 
der durch die gegebenen sechs Punkte gehenden Curve. Denn 
diese Kegelschnitte gehören den durch die Punkte D, D l9 als 
Scheitel, und durch die Curve erzeugten Kegeln, und folglich ein 
jeder den ersteren gemeinschaftliche Punkt, welcher nicht auf 
dem gemeinschaftlichen Strahle der Kegel liegt, der Curve selber 
am. — Es muss aber bemerkt werden, dass die Aufgabe: Wenn 
von zwei Kegelschnitten ein Durchschnittspunkt bekannt ist, die 
(ihrigen zu linden — eine Aufgabe, auf welche auch die Verdop- 
pelung des Würfels zurückkommt < — schwerlich mittels des 
Mossen Lineals und eines festen Kreises gelost werden kann. 
'Doch lassen sich jedesmal ein Kreis und eine gleichseitige Hyper- 
bel finden, deren Durchschnitte jene Punkte sind, wovon der 
Grund im 8ten Theile des Archivs S. 10., Lehrs. 3.,a)und f) und 
S. 24. zu suchen ist. 

f) Die Strahlen eines Punktes , welche den sümmtlichen Strah- 
len eines Kegels zweiten Grades parallel sind, bilden einen dem 
letzteren congruenren Kegel ; sind daher fünf Paar Strahlen zweier 
Kegel zweiten Grades parallel, so ist jeder Strahl des einen einem 
Strahle des anderen parallel. Hierauf beruht folgende Konstruk- 
tion: Man ziehe, wie vorhin, die Geraden «, 6, c, d, e und a., 
l*i , f\ * di , fi , und sodann durch einen der Punkte D, D Y , z. B. 
durch /), mit den Strahlen « t , b t , c x , d x des anderen die paral- 
lelen Strahlen a" , b" , c" , d". Eine beliebige feste Ebene werde 
von a, b, c, d, a", l/' , c", d u und (ef\) der Reihe nach in den 
Punkten a', b', c', t>' , a", b", c" , und (e'f') geschnitten. 
Man lege durch A', b', d y *>', einen Kegelschnitt , und durch 
0," , b", c", 0", f" einen zweiten suche die Punkte p, q, r, 
welche R' und &" ausser (e'f") gemein haben, und ziehe durch D 
nach diesen Punkten die Strahlen p, a, r (mit welchen die Strah- 
len pi, q x , r x des Punktes Di parallel sein mögen); so bestim- 
men p, q, r die Richtungen dreier unendlich entfernte» 
Punkte der Curve. Sucht man ferner die beiden Ebenen, 
welche die durch a, 6, c, d, e und a x , bi , c t , dj , f x bestimm 
ten Kegel K, K% längs p und pi (oder y und q l9 r und r x ) berüh- 
ren, so ist ihre Durchscnnittslioie die Tangente der Curve in dem 
Punkte, nach welchem p(g,r) gerichtet ist, d. h. eine Asymp- 
totenliuie derselben; und zieht man durch zwei der Punkte tf 
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b> <> 0 mit p die Parallelen m, n und sucht die Ebene, welche • 
den durch jene Asymptote und die Geraden/?,/?!, in, n bestimm- 
ten Cylinder längs der ersteren berührt, so hat man die ßerüh- 
rungsebene der Curve in jenem unendlich entfernten Punkte, d. h. 
eine Asymptotenebene der Curve. 

Die unter «) angestellte Betrachtung hat zugleich ergeben: 

* i 

Lehrsatz 6. 

Durch sechs im Räume beliebig gegebene Punkte, 
von welchen keine vier in einer Ebene liegen, lässt 
sich allemal einer, aber auch nu» ein einziger räum li- 
ehe* Kegelschnitt der dritten Ordnung legen. 

Ferner folgt aus 6) und Lehrsatz «1. 

Lehrsatz 7. 

Sind im Räume 6 beliebige Punkte gegeben, so sind 
iajeder beliebigen Ebene la> Punkte gegeben, in wel- 
chen die Verbindungslinien der ersteren die Ebene 
schneiden; durch je fünf dieser Punkte, welche den 
Strahlen je eines der gegebenen sechs Punkte auge- 
hüren, geht ein bestimmter Kegelschnitt, im Ganzen 
sechs Kegelschnitte; und diese fetzteren haben nicht 
nur paarweise jene 15, sondern alle zugleich im Allge- 
meinen auch noch entweder einen oder drei besondere 
Punkte gemein. ' 

Die unendlich entfernten Punkte der in Rede stehenden Curve 
bieten den natürlichsten Eintheilungsgrund ihrer Arten dar. — — Von 
den Durchschnittspunkten p, q, t der unter c) gedachten Kegel- 
schnitte &" sind im Allgemeinen entweder nur einer oder alle 
drei vorhanden. Im Besonderen aber können auch zwei dersel- 
ben oder alle drei sich vereinigen, d. h. mit andern Worten: 
jene Kegelschnitte können ausser dem Punkte (e'f") einen Punkt 
p und einen Punkt (qr) » in welchem sie einander berühren, oder 
aber nur noch einen einzigen Punkt (pqt), in welchem sie sich 
oskuliren, gemein haben. Ein fünfter Fall, dass einer der Punkte 
P, q, r sich mit (e'f") vereinige, ist hier nicht zulässig, weil dann 
die Kegel K, K\ einander längs ihrem gemeinschaftlichen Strahle 
Wi) berühren , und hiermit die Curve' selbst in einen gewöhn- 
lichen Kegelschnitt ausarten würde. Entweder ülso 1). wenn über- 
haupt nur ein Punkt p existirt, hat dieCurve nur einen ein- 
zigen unendlich entfernten Punkt und in demselben eine 
Asymptotenlinie «nd eine Asymptoten ebene von end- 
licher Entfernung. Unter allen Kegeln, welche sie erzeugt, 
gibt es also nur einen einzigen Cylinder und zwar einen ellipti- 
I sehen. Sie mag daher selbst eine räumliche Ellipse heissen. 
Od#r 2) wenn drei Punkte p, q, t getrennt von einander existi- 
ren* besitzt die Curve drei unendlich entlernte Punkte 
mit drei Asymptotenlinien und drei Asymptotenebenen 
von endlicher Entfernung, und es gibt dann unter jenen 
Kegem drei hyperbolische Cylinder, deren Asymptotenebe* 

14* 
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nen paarweise parallel sind. Die Curve heisse dann eine räum- 
liche Hyperbel. 3) Wenn es einen Punkt p und einen Punkt 
(qc) gibt, hat die Curve nur zwei unendlich entfernte Punkte 
mit einer unendlich entfernten Tangente und einer Asymp- 
tote und zwei Asymptotenebenen von endlicher Entfernung. Unter 
den von ihr erzeugten Kegeln ist ein hyperbolischer und ein 
parabolischer Cylinder, die eine Asymptotenebene des erste- 
ren mit den die Kegel K und Aj längs (gr) berührenden Ebenen, 
die anderen mit der die Geraden p und (rpr) verbindenden Ebene 
und zugleich mit den Durchmesserebenen des anderen Cylinders 
parallel. In diesem Falle möge die Curve eine (räumliche) para- 
bolische Hyperbel heissen. 4) Wenn es einen Punkt (pqr) 
gibt, hat die Curve nur» einen unendlich entfernten Punkt 
und in demselben sowohl eine unendlich entfernte Tan- 
gente als Berührungsebene; und es befindet sich unter den 
von ihr erzeugten Kegeln nur ein einziger, nämlich ein paraboli- 
scher Cvlinder. Dann heisse dieselbe eine räumliche Parabel. 

m 

4 

Lehrsatz 8. 

Ein räumlicher Kegelschnitt dritter Ordnung hat 
entweder 1) drei unendlich entfernte Punkte ohne un- 
endlich entfernte Tangenten und Berührungsebenen 
(räumliche Hyperbel); oder 2) nur einen unendlich entfern- 
ten Punkt onne dergleichen Tangente und Berührungs- 
ebene (räumliche Ellipse); oder 3) zwei unendlich entfernte 
Punkte mit einer einzigen unendlich entfernten Tan- 
gente und keiner dergleichen Berührungsebene (parabo- 
lische Hyperbel) ; oder 4) nur einen unendlich entfernten 
Punkt mit einer unendlich entfernten Tangente und 
Berührungs ebene (räumliche Parabel). 



II. 

Der vorigen Betrachtung steht eine andere zur Seite, welche 
von der Frage ausgeht: Wenn zwei collineare Ebenen von 
beliebiger Lage im Räume gegeben sind, welche ein- 
ander entsprechenden Geradenpaare werden dann in 
je einer Ebene liegen, und welche Curve oder Fläche 
werden diese Ebenen umhüllen? Der Gang der Betrach- 
tung bleibt natürlich derselbe, und es wird daher hinreichen, nur 
die Resultate anzugeben. Die Nummer der Sätze wird immer zu- 
gleich die der früheren reciproken Sätze sein. 

i Lehrsatz 1. 

Sind im Räume zwei collineare Ebenen in beliebi- 
ger schiefer La^e gegeben, so gibt es in denselben 
unzähl ige Paare entsprechender Geraden, welche in 
einer Ebene liegen, und zwar bilden alle diese Ebenen 
nebst den beiden gegebenen Ebenen eine Curve dop 
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pelter Krümmung dritter Klasse, und diese wird in die- 
sen beiden Ebenen von denjenigen Geraden, welche 
wechselseitig ihrer Durchschnittslinie entsprechen, und 
in denjenigen Punkten berührt, deren entsprechende in der Durch- 
schnittslinie der Ebenen und in den betreffenden Tangenten 
liegen. 

Lehrsatz 2. 

Sämmtliche Ebenen, welche entsprechende Gerade 
zweier schiefliegenden colli nearen Ebenen verbinden, 
umhüllen zwei Kegelschnitte, welche eine Tangente' 
gemein haben und in diesen Ebenen liegen. Sämmt- 
liche Tangenten der von jenen Ebenen gebildeten Curve 
doppelter Krümmung dritter Klasse sind die Verbin- 
dungslinien der Punktenpaare, i n welchen je eine jener 
Ebenen die beiden Kegelschnitte berührt; insbeson- 
dere sind die in den beiden Ebenen liegenden Tangen- 
ten der Curve diejenigen zwei Tangenten der Kegel- 
schnitte, welche nach den Berührungspunkten der Durch- 
schnittslinie beider Ebenen uno „des jedesmaligen 
anderen Kegelschnittes gehen; un"d .die Berührungs- 
punkte der Curve jn den beiden Ebenen sind die Be- 
rührungspunkte der beiden Kegelschnitte und der eben 
genannten Tangenten. 

Bedenkt mao , dass ein Kegel entsteht, wenn eine Schaar von 
Ebenen zwei Kegelschnitte im Räume umhüllen und* in einem 
Punkte (Scheitel, Mittelpunkt, Centrum des Kegels) sich schnei- 
den, oder aber wenn dieselben die entsprechenden Strahlenpaare 
zweier im Räume beliebig liegenden concentrischen ebenen Strahl- 
büscheL verbiuden, so wird man es natürlich finden, die in Rede 
stehende Curve einen excentrischen Kegel dritter Klasse 
zu nennen. 

.■ 

Lehrsatz 3. 

Eine jede Ebene eines excentrischen Kegels drit- 
ter Klasse wird von allen übrigen Ebenen desselben in 
den Tangenten, und von sämmtlichen Tangenten des- 
selben in den Punkten eines Kegelschnittes geschnitten. 

Lehrsatz 4. 

Je zwei Ebenen eines excentrischen Kegels drit- 
ter Klasse sind in Ansehung der Geraden- und Punk- 
tenpaare, in denen sie von sämmtlichen Ebenen und 
Tangenten des ersteren geschnitten werden, collinear. 

Lehrsatz 5. 

Ein excen trischer Kegel dritter Klasse wird von 
jeder seiner Ebenen in demjenigen Punkte des in die- 
ser Ebene von ihm erzeugten Kegelschnittes berührt. 
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in welchem dieser letztere von der betreffenden Tan- 1 
gente des ersteren berührt wird. 

Aufgabe. 

An sechs im Räume beliebig gegebene Ebenen 
einen excentrischen Kegel dritter Klasse zu legen, 
nämlich: a) für jeden Punkt, welcher auf der Durch- 
schnittslinie zweier der sechs Ebenen liegt, die durch 
ihn gehende dritte Ebene der Curve; ß) die Tangen- 
ten und y) die Berührungspunkte der Curve in diesen 
Ebenen; 6) die Ebenen der Curve, welche durch einen 
im Räume beliebig gegebenen Punkt gehen, und insbe- 
sondere sj diejenigen, welche mit einer gegebenen Ge- 
raden parallel sind, zu finden. 

Lehrsatz 6. 

r . ' 

\ i 

An sechs im Rnume beliebig gegebone Ebenen, von 
denen keine vier durch einerlei Punkt gehen, lässt sich 
allemal einer, aber auch nur ein einziger excentrischer 
Kegel dritter Klasse legen. 

| 

Lehrsatz 7. 

Sind im Räume sechs beliebige Ebenen gegeben, so gehen 
von einem beliebigen Punkte des Raumes nach den Durch- 
sch nittslin ien jener Ebenen 15 neue Ebenen; je fünf 
dieser letzteren, welche nach den Durchschnittslinien 
einer der sechs ersteren mit den fünf übrigen gehen, 
umhüllen einen bestimmten Kegel zweiten Grades, im 
Ganzen sechs Kegel; und diese letzteren werden nicht 
nur paarweise von den 15 Ebenen, sondern alle zugleich 
auch noch entweder von einer oder von drei besonde- 
ren Ebenen berührt. 

Lehrsatz 8. 
(Ohne eigentliche Reciprocitär.) 

Unter allen excentrischen Kegeln dritter Klasse 
besitzt nur derjenige eine unendlich entfernte Ebene, 
und daher auch eine dergleichen Tangente und Berüh- 
rungspunkt, welcher von zwei Parabeln erzeugt wird. 
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iiiige Betrachtungen aus der höheren 

Oeometrie. 

Von dem 

Herrn Professor Dr. O. Schlö milch 

an der Universität zu Jena. 



Es sei in Taf. IV. Fig. 8. O der Anfangspunkt rechtwinklieber 
loordinaten OM=zx,MP=y und PQR eine willkührliche Curve, 
an welche im Punkte P eine Tangente ST gelegt ist. Construirt 
man zu OM und der Subtangente MS, die mit s bezeichnet werden 
möge, die mittlere harmonische Proportionale 



*2xs 



so kann das Rechteck aus ML und MP, nämlich LMP1S, in 
irgend einer Relation zu der über der Abscisse liegenden Fläche 
031 PQR unserer Curve stehen; so wäre es z. B. möglich» dass 
nir OMPQR=u 

2xs 

— -j- y = u , oder = '2m , u. s. w. 

X ~r S 

* ■ 

wäre, wie diess z. B. bei der Parabel der Fall ist*). Allgemeiner 
ausgedrückt, konnte überhaupt 

Vxs 

sein, und es würde nun darauf ankommen , diejenige Curve, <L h. 
ihre Gleichung yr=f(x), zu bestimmen, in welcher die genannte 
Eigenschaft statt fönde. Man brauchte aber nicht gerade zwjsckeo 



*)Für die Parabel pz=zVpx Ut bekanntlich ?/ = § , s = 2j\ also 



2X9 

2u ~- y. 



Digitized by Google 



216 

x und s die mittlere harmonische Proportionale zu construiren; 
man konnte diess auch zwischen 2x und s , Zx und s , oder 1 x und s 
u. s. f., überhaupt zwischen irgend einer Linie z und s, voraus- 
gesetzt, dass z auf bekannte Weise von x abhängt, also etwa 
x=if/ (x) ist In dieser Allgemeinheit aufgefasst, würde nun die 
Aufgabe lauten : 

Es wird die Gleichung derjenigen Curve gesucht, in 
welcher die über der Abscisse x stehende Fläche u, die 
Ordinate y und die Subtangente * durch die Relation 

mit einander verbunden sind, wobei <p(u) und ty(x) zwei 
willkührliche Funktionen erster Dimension bezeichnen. 

Die Gleichung (1) lässt sich auch in der folgenden Gestalt 

1 1 = 2 

oder, nach Multiplikation mit y, in der nachstehenden 

i/l 2 

+ - (2) 

darstellen, und fuhrt in derselben sogleich zur Differenzialgleichung 
der gesuchten Curve. Da nämlich 

u=J*ydx 

ist, so folgt umgekehrt 

du 

Ferner gilt zur Bestimmung der Subtangente einer Curve die Formel 

dy 

*~ y 'dx 9 

woraus man sogleich erhält 

y_dy_d?u 

Substituiren wir jetzt die unter (3) und (4) gefundenen Ausdrücke 
für y und S ; D die Gleichung (2) , so wird 

<Pu 1 du 2 /du\* 



dx* 



1 du _ 2 /duV 
t// (x) dx ~~ 9 (u) \dxj 
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cte 1 <&z 
wobei der Bequemlichkeit wegen 

gesetzt worden ist. — Das Integral der Differenzialgleichung (5) 
würde uns nun u als Funktion von a:, also etwa u=F(x) -\- C 
geben, wobei die konstante so bestimmt werden muss, dass för 
x=0 auch u=0 wird, und darauf hätte man, um die Relation 
zwischen v und x zu finden, blos eine simple Differenziation no- 
L nämlich zufolge der Gleichung (3) wäre y = F' (x). 



Die Integration der Differenzialgleichung, zweiter Ordnung und 
zweiten Grades, auf welche wir in Nro: (5) gekommen sind , würde 
sehr leicht sein, wenn das Glied auf der rechten Seite =0, die 
Gleichung also von der Form 

flv 

wäre; denn man hätte dann fürj^ = w: 

S+*»=° - * es 

oder 

— = — Xdx , 
w 



>Yriar + Const, 



u> = e— / xdx e Contt ; 
oder, wenn man den constanten Faktor mit x bezeichnet, 

und hieraus wäre v durch eine neue Integration leicht zu entwickeln. 
Da nun die Gleichung (7) bis auf die rechte Seite formell mit der 
zu integrirenden identisch ist, so liegt die Vermuthung sehr nahe, 
dass auch ihr Integral von ähnlicher Form sein werde ; wir setzen 
daher conform mit (8) 

(9) 

aber mit dem Unterschiede, dass wir hierunter * nicht eine Con- 
stante, sondern eine erst noch zu bestimmende Funktion von x 
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oder ic verstehen. Durch Differenziatiou von (9) ersieht sich nun 



oder, wenn man für die Exponentialgrösse ihren Werth aus Nio. (9) 
suhstituirt, 



(— x ä\ — — 
dx ) ndx 



Sehreibt man noch *y~ • für r » so wird 

du dx dx 

&+x£=l£(1gf (10) 
dx* 1 dx x du \dx/ 

Soll nun die Gleichung Nro. (9) in der That das erste Integral 
von der Differenzialgleichung (5) darstellen, so muss die Gleichung 
(10) mit der in (5) identisch sein; da auf der linken Seite diese 
Identität bereits statt findet, so brauchen wir blos die rechten 
Seiten zu vergleichen, und daraus erhalten wir 

d. h. eine Gleichung, welche zur Bestimmung von x dient, nämlich : 

— = U du, 
x 

Udu + Const, 

wobei zur Abkürzung e Contt = C gesetzt worden ist. Substituten 
wir den Werth von x in die Gleichung (9), so wird 

oder 

du . e-f "du = Cdx .e-f™*, 

und da hier die Variabelen getrennt sind, so ergiebt sich durch 
Integration 



J* du. e-S v«»=cj* dxeSXdx + C 



als vollständige Integralgleichung der Differenzialgleichung (5). Nach 
geschehener Integration löst man sie nach u auf, bestimmt die 
will kührlichen Constanten so, dass sich u mit x gleichzeitig an- 
nuliirt, und erhält dann die gesuchte Gleichung zwischen y und x 
mit Hülfe der Formel 
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Als erstes Beispiel betrachten wir die Spezialisirung <p{u)—u, 
rp(x) — x, also 

U X 

Es giebt dasselbe 

und folglieh ist die Integralgleichung (11) 
oder 

- 

und wenn wir C = — a,6— 6 setzen: 

1__ 

M- "a — 6/^' 

wobei in der That w=rO ist für x=0. Nach (12) ergiebt sich nun 

b 

als Gleichung derjenigen Curvc, iq welcher die Coordinatcn mit 
der Fläche u und der Subtangente 's durch die Relation 

<2xs 

verbunden sind, wovon man sich auch leicht a posteriori über- 
zeugen kann. 

IL X 

Ffirg) («)=-> i// (#)=-, wo n eine von der Einheit ver- 

schiedene Zahl bedeutet, wird — ,X=-—, und folglich 

u x 

Die Integralgleichung (10) geht dabei m 

fd»±=cfd*±,+ C>, 
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oder 



1 L. = 

— 1 m 2 »- 1 n — 1 ar»- 1 ' 



über, woraus man fu'r 
sehr leicht 



(13). 



a — bx™— 1 



findet Hierdurch bestimmt sich dann u und y sehr leicht. Die 
zugehörige Relation zwischen x, y, u, s ist 



^1 

2-xs 

n -y 



1 



oder 



und es ist also in diesem Falle u einem Rechtecke gleich» wel- 
ches die Ordinate zur einen und die mittlere harmonische Pro- 
portionale zwischen Abscisse und nfacher Subtangeote zur anderen 
Seite hat. Für w = 2 giebt diess z. B. 

♦ 

u ~~yfa — bx 3 
wobei w mit x gleichzeitig verschwindet, und ferner 

o A 3 r 1 

^~3\ x*(a-bx)*' 

Giebt man den Constanten u und b spezielle Werthe, so ergeben 
sich besondere Formen unserer Curven; z. B. aus (13) für 6=0 

.-(^ 

woraus man durch Differenziation nach x und für 

■ 

/ 1 -in - 1 , 

. {-„) = 7^T* 

sehr leicht erhält: 
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- 

also Curven, welche unter das Geschlecht der Parabeln gehören, 
wenn 1 > 2w ist; für n=\ ist z. B. 

und in der That wird hierdurch die Gleichung (14) fär n = £ be- 
friedigt; für n = | erhält man die sogenannte Neil' sehe Parabel, 
die Evolute der Archimedeischen. 



Uetrang'saufgabeii für Schüler« 

Von dein 

Herrn Professor Dr. O. Schlö milch 

an der Universität zu Jena. 



Man soll die folgende Regel zur Beurtheilung der Convergenz 
oder Divergenz der Reihe , 

«O + Ml +«« + «3 + 

beweisen. Wenn die Reihe 

convergirt, so ist diess auch mit der obigen der Fall, und wenn 
die Reihe 

«o + "i Mo + «i+Ma «o + Wi + «a + W3 
divergirt, so divergirt auch die anfangs genannte. 



Von dem Mittelpunkte eines dreiachsigen Ellipsoids sind Per- 
pendikel auf die Tangentialebenen desselben gefällt; man soll nun 
die Gleichung derjenigen Fläche aufstellen, welche die Fusspunkte 
jener Senkrechten in ihrer Continuität erzeugen. 
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Miscelleii. 



Ueber den Brinkley'schen Satz vom Mantel des schiefen 

Cylinders. 

Aon 

dem Herausgeber. 

, — — — — 

Brinkley hat die folgende ßestinimung des Mantels de» 
schiefen Cylinders mit kreisförmiger Basis gegeben, welche, so 
einfach und so leicht sich ganz von selbst darbietend dieselbe 
auch ist, doch verdient, allgemeiner bekannt und bei dem Elemen- 
tarunterrichte benutzt zu werden, da sie auch sehr wohl eine ganz 
elementare Darstellung gestattet. Dieselbe seheint übrigens von 
dem genannten' Mathematiker schon vor längerer Zeit gegeben, und 
nur erst jetzt in einigen französischen und englischen Journalen 
von Neuem hervorgehoben worden zu sein. Bei dem geometri- 
schen Elementarunterrichte ist es wohl manchem Lehrer schon 
eben so unangenehm , wie oft dem Verfasser dieses Aufsatzes, ge- 
wesen, in der Lehre vom Cylinder sagen zu müssen, dass die Be- 
stimmung des Mantels des schiefen Cylinders in den Elementen sich 
nicht geben lasse und nur durch Kunstgriffe der höhern Mathematik 
möglich sei, überhaupt den Anfänger ohne alle Auskunft über die- 
sen Gegenstand lassen zu müssen. 

In Taf. IV. Fig. 9. sei ABA'B' der durch die Axe eines schie- 
fen Cylinders geführte, auf seinen beiden parallelen Grundflächen 
senkrecht stehende Schnitt. Legt mau nun durch die beiden Punkte 
B und B' zwei auf der Axe des schiefen Cylinders senkrecht 
stehende Ebenen, so erhält man den zweiten geraden Cylinder 
BCB'O, und aus dem Principe der Symmetrie erhellet aul der 
Stelle, dass die beiden krummilachi^en Mäntel der Körper ABC 
und A'B'C einander gleich sind, der schiefe Cylinder ABA'B' 
und der gerade Cylinder BCB'O also offenbar gleiche Mäntel 
hahen, so dass folglich, wenn wir die Mäntel dieser beiden Cylin- 
der respective durch M und VCi bezeichnen, 

m = tri 

ist. Die Grundflächen des geraden Cylinders BCB'O sind aber 
Ellipsen, deren grosse und kleine Axen, wenn die Halbmesser der 
Grundflächen des schiefen Cylinders durch r, und der Neigungs- 
winkel seiner Axe gegen seine Grundflächen durch J bezeichnet 
werden, wie sogleich in die Augen fallen wird, respective 
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2r und 2r sin J 

sind. Die Höhe des geraden Cylinders BCIVC ist der Seite s 
des schiefen Cylinders ABA'B' gleich. Bezeichnen wir nun den 
Perimeter einer Ellipse, deren Axen überhaupt a, b sind, durch 
Per. Ell. (a,6), so ist offenbar 

m =i . { Per. Ell. (2r , 2r sin ,/) } ; 

also nach dem Obigen auch 

M = s . { Per. Ell. (2r , 2r sin J) }. 

Ist nun aber A die Höhe des schiefeu Cylinders ABA'B' , so ist 

A = ä sin J, 

und folglich 

2r:2r sin J =s: A=l : sin J, 

oder 

2r:s = 2rsin J: h. 

Daher sind zwei Ellipsen, welche die grossen und kleinen Axen 
*2r, 2rsin J und *, A haben, einander ähnlich, und es ist folglich 
offenbar auch 

Per. Ell. (2r, 2rsin J):Per. Ell. (*,Ä)=2r:i, 

also 

Per. Ell. (2r, 2rsinJ)t=y{Per. Ell. (*,A)I. 

Fuhrt man diesen Werth von 

Per. EIL (2r,2rsinJ) 

in den obigen Ausdruck Ton M ein, so erhalt man sogleich 

*i=2r.{Per. Ell. (*,A)}, 

<L h. der Mantel eines schiefen Cylinders mit kreisför- 
miger Basis ist einem Rechtecke gleich, dessen Grund- 
linie und Hohe der Durchmesser einer seiner beiden 
gleichen Grundflächen und der Perimeter einer mit 
seiner Seite und Höh« als Axen beschriebenen Ellipse 
sind; welches der Ausdruck ist, auf den Brinkley die Bestim- 
mung des Mantels eines solchen Cylinders gebracht hat. 

Bemerken will ich nur noch, dass man bei der obigen Darstel- 
lung auch die Anwendung der Trigonometrie odef- vielmehr Gonio- 
metrie, d. h. den Gebrauch des durch sin / dargestellten Verhalt- 
nissexponenten, leicht ganz vermeiden kann. Die grosse und kleine 
Axe der Grundflächen ues geraden Cylinders sind nämlich offenbar 
AB und BC, also ganz wie oben 

m=i.{Per. Ell. {AB, BQ\, 

und folglich, weil M=±XXl war, auch 

M—s.{Ver.m.(AB i BC)\: 

Aus einer ganz einfachen Betrachtung der ähnlichen Dreiecke 
ABC und BB'D folgt aber augenblicklich 

AB:BC=BB?:B'D=*ih 
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oder 

AB:s=zBC:h. 

Folglich ist offenbar 

Per. £11. (AB,BC):Per. Ell. (5, h) = AB:s, 

also 

AB 

Per. Ell. (AB,BQz=^-{PeT. Ell. 
und daher nach dem Obigen 

M = AB AVer. Ell. (5,/*)}, 

oder 

~M=:AB.{ Per. Ell. , B'D) J , 

oder auch 

df=2r.{Per. Ell. (*, A)|, 

ganz wie oben, woraus denn auch wieder der obige Brmkley'sche 
Satz folgt. 

Theoretisch genommen hat übrigens der Brinkley'sche Satz 
nach meiner Ansicht nur wenig Werth, da er die Rectitication der 
Ellipse voraussetzt, die ja bekanntlich nur durch unendliche Reihen 
möglich ist. Aber um dem Anfänger wenigstens eine deutliche 
Ansicht zu geben, worauf es bei der Bestimmung des Mantels 
eines schiefen Cylinders eigentlich ankommt, ihn überhaupt nicht 
ohne alle Belehrung über diesen Gegenstand lassen zu dürfen, wie 
bisher beim Elementarunterrichte immer geschehen ist und ge- 
schehen musste, scheint mir der Brinkley'sche Satz in der Tnat 
sehr geeignet zu sein. Vielleicht werden auch andere Lehrer den- 
selben künftig bei'm Elementarunterrichte zu benutzen und in den- 
selben einzuführen angemessen finden. Der Umfang einer Ellipse 
lässt sichja wenigstens mechanisch mittelst eines um dieselbe 
gelegten Fadens messen, was man in der Praxis vielleicht selbst 
seiner Berechnung aus den beiden Axen vorziehen dürfte. 

Die Formel für den Mantel des geraden Cylinders folgt übri- 
gens leicht aus dem Brinkleyschen Satze, da für diesen Cylinder 
t — h ist, also Ell. (s, A) in Ell. (A, A), d. h. in den mit der Höhe 
h als Durchmesser beschriebenen Kreis übergeht, folglich 

Per. Ell. (*, A) = Att, 

und daher nach dem Obigen 

ilf = 2r . Arc = 2rA * = 2r* . A 

ist, welches ganz mit dem aus den Elementen allgemein bekann- 
ten Ausdrucke übereinstimmt. 
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lieber einige bestimmte Integrale. 

i 

Von dem 

Herrn Doctor F. Arndt, 

Lehrer am Gymnasium zu Stralsund. 



i> 1. 

Die ganze Untersuchung, welche ich im Folgenden anstellen 
, basirt sich auf die Werthbestimmung des Integrals 



-f. 



>P cosa:« 

ir dx > 

00 x 



wo /?>0 ist. Offenbar muss dasselbe einen bestimmten endli- 
chen Werth haben, für den man, ähnlich wie beim Integralloga- 
rithmus, eine convergirende Reihe erhalten kann. Setzt man nam- 

■ ()x 
lieh für cosa: die bekannte Reihe, multiplicirt dieselbe mit — , 

x 

:, und macht der Kürze halber 



(a) . . • • 2*.* 4 1.2....4"" "w» 

so kommt 

*P COS X 



Bx=e(p) + fJ l , wo C, = — ist. 

Hier tritt nun bei Bestimmune der Constante C ? dieselbe Schwie- 
rigkeit nie bei der des Integra llosarithmus ein, indem der Werth 
0(3O ) mittelst der Reihe (a) deshalb nicht bestimmt werden kann, weil 
alte Glieder unendlich werden. Die folgende Untersuchung wird 
lehren, dass diese Constante C x merkwürdigerweise die des Inte- 
grallogarithmus ist, was man noch nicht bemerkt zu haben scheint. 
Um die Identität der beiden in Rede stehenden Constanten darzu- 
thun, stellen wir jede derselben durch ein bestimmtes Integral dar^ 
was für den Integrallogarithmus schon geschehen ist, hier aber 
nothwendig mit aufgenommen werden muss. 

Theü X. 15 
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Bezeichnet nämlich C die Constante des Integrallogarithmus, 

so ist 



Pe I vdy_ l 1 1 p* 



wo p > 0 sein muss. Könnte man nun eine Function von y, f(y), 
so bestimmen, dass / f(jf\Bu = ^-/> 2 + 9>(/>)> wobei für 

7? = 0 nicht unendlich würde, so hätte man j— —/"(#)} %= 

1 w 2 1 » 3 ' 
C— <p(p)— p-\- ey • j-cj — 3 • e * c * » folg^h > wenn man p = 0 



setzte : 



oder 

(*) , c=<p(0)-f* j y-Ay)J 

und C wäre somit durch ein bestimmtes Integral ausgedrückt. 
Eine solche Function, die obigen Bedingungen genügt , ist nun 

Ay)= (1+ ) ? denn man findet leicht j rjTÖ rsstf.j^— 
also <p(p)=— 9>(0)=0, folglich* 

t/o 1 + y 2/ 

wie schon bekannt. 

Keineswegs ist dies die einzige Form, unter welcher C sich 

1 1 7 

darstellen kann. Setzen wir z. B. f[y)= ^^^ = — — jljf^2> 80 

kommt :f*f(3i)d9=lt.pP~ J/.(l+/> 2 ), also qp(f>)=— 1/(1 +JI 1 ), 
9(0) =0,^ • 

Auf eine ähnliche Art kann man nun für die Constante 6\ ein be- 
stimmtes Integral linden. Denn es ist 



f. 



Pcos«/,. _ , 1 , „ 1 »* 1 p* 
m ~T~* y= ° l + 2 ' • O + 4 * 0^4- etc - 



Setzen wir also weiter J* 1 f(y)By = 4/. />* + 9(7»), so kom; 

£ -"*» -rß+rrfc- etc., *, 

für 
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oder . .. 

* 

Durch die beiden Annahmen f(y)^r7rT^ ond Ay)- ^'?^ 
erhält man also, wie vortief, * * ^ ^ ; 

Untersnchen wir jetzt die sich ans 1. und 3., oder aus 2. und 4., 
ergebende Differenz 

Man setze für ^ das bestimmte Integral j* e-™iBu, und kehre 
iie Integration um; dann kommt 

« 

Vun ist 

biglich 
md 

» ist offenbar^" ( r ± 5 _")a„=0, d. i. G-C=0, «der 
Cl = C. Demnach ist + ' 

15' 
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wo C=0,5772156.... ist. 



§. 2. 

Wenn im vorigen Paragraphen auch hinreichend dargethan ist, 
dass C-=Cist, so will ich doch eine Bestätigung dieser Wahr, 
heit auf anderem Wege geben, der uns zu einem merkwürdigen 

Ausdruck der Function — führen wird. 

Bekanntlich entwickelt Lejeune-Dirichlet dadurch, 

dass er den Ausdruck r(o) = / x ar ~ 1 er-*dx nach a differenzirt, 

%J o 

wodurch T\d) = I x"- 1 e~ x Ixdx kommt, nun für Ix das bestimmte 

(<j-Sf— — setzt, und die Integration umkehrt 
Statt dessen nehmen wir iie Gleichung 



y*® cosy 
o — 



y ä 



Z* 30 cos« — cosxy * 
zu Hülfe, setzen also r'(a)==/ — 

= /* /* a;«- 1 c— x (cosy — cos xy)Bx. Beachtet man nun, dass 

«/ o y %J o 

a*»- 1 e~* cos #&r= cos y.T(a), und 

/** ry^ cos(garctan gy) 
y o j^ic *co8xydx-IJa). — 

i 

ist, so kommt 

f* f eas „ CQ8(aaTctangy) \8,y ! 

Bekanntlich ist nun die Constante des Integrallogarithmus C dei 
Werth, welchen — ^T— för a=l erhält; also wird die vorher- 
gehende Gleichung för a=J folgende: 

_ /» x cos(arctangw). <Jy 

... i cos(arctangv) 1 , . , 

Nun findet man leicht, dass y^ipp I+y ,st > also w,rd 



i 

i 
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C= -/*( cosy -iT?)|' 

und wenn man diesen Ausdruck mit 4. vergleicht, so kommt Ci=±C. 

Herr Prof. Schlümilch ist in einer Abhandlung „Notes sur 
quelques integrales defin ies"(Crelle'sJourn.Bd.33.lp. 316.) 

auf die Function C+ .1.^+ 1 • pf"! - etc * geföhrtwoT * 
den; ich weiss nicht, ob er bemerkt hat, dass dieselbe gleich 

/ P cos V 

J ^ ~~jf~ty ist Ich werde im Folgenden die Schlomilchsche Be- 
zeichnung wählen, nach welcher 

C+y.p* - \ . + \ . - etc.= CiW, 

so dass also auch 

§.3. 

lieber die Integrale , = » in6 * 8 *. 

Wird x — ay gesetzt, so kommt 

/»• cosabydy p*> Hmabydy 

oder für ab—m : 

/*• cosmafor /*" sinmafor 

Setzt man ferner \+x=y 9 so kommt u== -^ c osm(y — 

y^sinmfa — i)dy 1 ^ 
^ Ä , folglich durch Auflösung des Cosinus und 



/ Mf] r/M// - l)Cf/ 

Sintis : 

" sin my 



y cy > 



P*> cosmy dy . /?• si 
i=ca9mj — -f gmmy — 

P* 3 s'mmy'dv , /**> cosmwdy 
)=cosm / — sin ?w / 

Jx V Ji y 



Von diesen beiden Integralen kt^" cos m fffy i n §. i. u „a g # 2 . 
entwickelt und gleich —Ci(m). Was das anlere betrifft, so ist 
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wo m positiv ist Das Integral ist eine durch Reihen 

euiwickelbare Transcendente, welche Schlö milch a. a. Q. durch 
Siijvi) bezeichnet, so dass 

. /» V«nwff Q r ms ™y*. i m* .! m* 

ist Demt^h Ist 



/® COS ttixfix 
= — « os Cfc'O») + sin m { -J n — } , 

f* *™*** — 8 inmCi(i«) + co8iii{i«-5£(iit)); 



■ » ■ • 



6. 



oder auch 

- \ . 

f* C0S ^ = - cos o6 C2(a6) + «in a & U* - 
t/ o x-\-a 

f* * mhxZx — 8 i n a 6 O (n6) + cos ab { i» - »(«6) J 

(a>0, 6>0). 

Diese beiden Integrale sind einer sehr bemerkenswertheil Trans- 
formation fähig, welche wir im nächsten Paragraphen versuchen. 

• / . \ J. 4L-"-- ' 

/>» />co /»öd Z 1 ® 

==/ f{x)dxj <»-(*+«)« 3w=y e-nduj f(x)e^ ux dx 

(die Integration ist umgekehrt worden). Setzen wir also /\x)=cos bx 
oder /(dr)=sinöa:, und beachten, dass 

/od w /»• # 

g-** cos bxdx— fa^ü* ' J 0 e ~ UXsm ^ x ~'J^jf^ 

ist, so erhalten wir 

y*« xe-^dx coshxdx 

/** &er**dx 

j Für die Integrale linker Hand kann man auch ^ ' 

i 
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/ <e i <2 setzen, wie man durch einfache Transformation findet; 
also ist nach $. 3. 

y o -^ä^ä-=siD«6Ci(ao) + coöfl6{iw--5i(aÄ)J, 
/*® xe~**Bx 

J #' 2 4fl2~~ — cos «6 Ci(a6) + sin «6 { — Si(ab)\- 

Zu demselben Resultat ist Schlö milch auf ganz anderem 
Wc^e gelangt, in einer Abhandlung „Sur l'integrale däfinie 

f §ä^e- xö " (Crelle's Journal Bd. 33. p. 325.)*). Seine 

Methode lasst sich, wenn man einige der im Vorhergehenden ent- 
wickelten Resultate zu Hülfe nimmt, auf folgende Art vereinfachen. 

Schlo milch differenzirt die Gleichung \+&* zwei- 

mal nach m, und findet sogleich 



CO 



ÖWt* </ 0 * »'* 



Diese Differentialgleichung löst er nach Lagrang e's bekannter 
Methode auf, und erhält 

09 = sin m (e t ~ cos moV/i) -f cos m (f 2 — j* ^ sin mdm). 

Die Constante f 2 ist leicht zu bestimmen; denn setzen wir 
— sinm9//i = /'(m), und machen m = 0, so kommt / rr~2 = 

771 So l-f-X 

*.-A0) = f, f 2 =|+A0), also 

/»l je 
o=sin / ^osr/iömj+cosm}-^— (/(m) — /"(Oy}, 

oder 

(^) .... oo = sin m + ^~ cos mdm) + cos m ""J^™ ~^r~^ T ) * 

Die Constante s t könnte man dadurch zu bestimmen versuchen, 
B<o p* xe-^Bx 
dass man # l+x 2 en * wic kelte, und m = 0 setzte; 

allein dann wird unendlich, und dieser Weg fährt also nicht 
zum Ziel. Schlömilch hat sich daher a. a. O. einer höchst sinn- 



*) In der zweiten dieser Gleichungen sind die Vorzeichen auf 
p. 927. und p. 328. unrichtig. 
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reichen, aber freilich auch sehr künstlichen Methode , welche ziem- 
lich weitläufige Rechnungen erfordert, bedient; kürzer gelangt man 
so zu dem Werthe von c A . Man setze in der Gleichung (#) m= cd ; 

dann geht / ^^-dx über in / ^^-dx—~, und der Factor 
von cosm verschwindet. Ferner muss auch <o för m=x ver- 



ein er 



e- mx dx=M.- , wo M 

I ° 

der Werthe der Function 1 , a von ;r = 0 bis ar=«, also offen- 
bar endlich ist. Daher ist nach (g) 0= sin in (m=ao ), 

wo =J*^co8mdm, also fi + g>(«)=0, e x — — g>(x), 



Beachtet man nun, dass nach dem Vorhergehenden 



r/r 



m cos:r,. Im 2 1 

— &r = C + ' / . in* - j • + 4 ■ 0^74 - etc. = Ofm% 



so kommt 



l+ x <t —si" mCi(m) + cos m U*— &'(i») }, 

/CD <p g bx jjj. 
^ a ^ fl2 ableitet. 
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Ueber einige bestimmte Integrale, 
welche sich auf die beiden Integrale 

zurückfahren lassen. 

Von dem 

Herrn Doctor F. Arndt, 

Lehrer am Gymnasium zu Stralsund. 



hat bekanntlich einen end- 

liehen AVerth, wenn p>0 ist, und kann durch die folgende Reihe 
dargestellt werden: 

fp er-'dx p l p* 1 p 8 

7? 

weshalb man es den Integrallogarithmus genannt und durch li(e~P) 
bezeichnet hat. 

In einer frühern Abhandlung habe ich ferner gezeigt, dass das 

/P COS X 
Bx durch die folgende unendliche Reihe darge- 
stellt werSen kann: 

/P CO*» OC '1 T)^ 1 I 1)^ 

wo es besonders merkwürdig ist, dass die Constante mit der des 
Integrallogarithmus übereinkommt. Man konnte diese Function 
wohl den Integralcosinus nennen, und Herr Prof. Schlömilch 
scheint diesen Gedanken gehabt zu haben, indem er es durch 
Ci(p) bezeichnete. 
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Uebrigens habe ich a.. a. O. gesagt : „ Offenbar hat das Integral 

/p COS 
Bx einen bestimmten endlichen Werth, wenn f?>0 ist"; 

dies liegt indessen doch nicht so auf der Hand, weshalb ich den 
strengen Beweis dafür hier nachhole. 

Nach einer bekannten Reductionsformel ist 

, r 

folglich , , , L ^ 

/Pcosa: Q 1 . fPainXr.' 

ßs kommt also der Beweis darauf hinaus, zu zeigen, dass J 

einen endlichen Werth -hat, was auf folgende Weise erhellt Nach 
einem bekannten Theorem ist 

indem M einer der Werthe von sinx ist, welche diese Function 
bei der stetigen Veränderung des x von oo bis p erlangt ; da nun 
dieser Sinus niemals die Einheit übersteigt, so ist klar, dass 

— M .— unter der Voraussetzung,, dass p nicht verschwindet, end- 
lich ist 

/P e—*dr 
■ - - auf 

den Integrallogarithmus reducibel ist, wenn m eine positive ganze 

m P CO "5 X 

Zahl bedeutet, dass ferner die beiden Integrale J x ^ n ^ x, 

/ P —^^ au ^ / ~~~~ dx zurückgeführt werden können, auch ist 

diese Reduction mit gar keinen Schwierigkeiten verbunden; ich 
werde sie aber dennoch vornehmen, um daraus einige merkwür- 
dige bestimmte Integrale herzuleiten, zu deren Wertheo man auf 
anderem Wege vielleicht nur mit Schwierigkeit gelangen würde. 



I. Von dem Integral J 



*P c~ x dx 
x" 



l 1 m \ fe~*dx . 
x.— — rß— * — , r f — -. , also 



fp er-*dx_ 1 erv 1 P 



V er~*dx 
x m ~ 1 
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f 

Aus dieser Reductionsformcl sieht man, dass das vorgelegte Inte- 
Cv e — m dx 

gral auf J — - — reducibel ist. Führt man die Rechnung aus, 
so erhält man: 

■ • 

P c~ x dx r 1 1 

£ ~" L ~ (m-l>— \ + (m— 2)(wi— 

1 , . , 1 ! 

7 (m-3)(m—2)(w— 3 + elC * ± 1 .2.3....(/n— 1 



1.2. 3... .(?/*— * 



Hiernach ist die Theorie des Integrals linker Hand als abge- 
schlossen zu betrachten, wenn man Tafeln für den Integralloga- 
ritlnnus hat; indessen führe ich diesen Gegenstand weiter aus, 
um neue Resultate daran zu knüpfen. 

Denkt man sich e~P in eine unendliche Reihe entwickelt und 
für den Integrallogarithinus ebenfalls die obige unendliche Reihe 
gesetzt, so sieht man auf der Stelle, dass das Integral durch eine 
unendliche Reihe von folgender Form dargestellt wird : 

./ ~*&r-~ -f ^=1+ - + j + V;H + etc. 

wo Cm— i eine uunierische Constante ist. Unter Anwendung eines 
sehr bekannten Theorems über Jiinomialcoeflicienten erhalt man 
insbesondere : 

v e~ x dx * % 

= 6 m -i WO 



/ 



CD 



(r) 



1 1 _^ 1 

+ HO * <m-4)*«»-«~" etc " + ( ~ ' Wl (wi-2) * * 

+ l. k 2....(™-l) t /x "T m X + T^T-fl) ' # 

1 

- iSfSTf i)(w+i) • * 3:3 + 

Setzen wir andrerseits für r~ x die unendliche Reihe, und integriren 

/f~*fa--fdx x .r 2 .r 3 

woraus folgt — /*(x)= CV-i ; da nun die erste Ilorizontalreihe in 
f(x) für x^=cc verschwindet, so folgt, dass die Function 
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(— t)—' 11 1 

^^-TX^Tj^-m^+^+l)^* ~m(m+l)(m+^ Ja;!, +"-l 

für ar=oo einen bestimmten endlichen Werth — C m -\ erhält, der 
vermöge der Gleichung (6) bestimmt werden kann. Mit Hülfe der 

/p e — x Bx 
findet man nämlich leicht 

(d) .... ^-1 = 1.2. 3....(ro~l) < l + 4 +*+•- + ,7^1 ~~ Q ' 

Die Aufgabe ist nun, diese Zahl durch ein bestimmtes Integral 
auszudrücken. 

Nach (c) ist : 

/P e-*är 1 1 1 1 

« x>» + (m- i ~ (wi-2) /^-* + 1.2 • Oi-3)p«-*-* etc - 



(— l)m~2 1 (_l)m-2 

+ 1.2.....(ro-2) *£ + 1.2....(m-l)*- C "^ +2? * 

wo £ die Form «if> + «2/> 2 + a^» 3 + hat, also für p = 0 ver- 
schwindet. Nun lassen sich alle Glieder linker Hand, vom zwei- 
ten an, durch bestimmte, von x bis p sich ausdehnende Integrale 
ausdrücken. Denn man hat offenbar 

/p dx 1 fP dx 1 



folglich nach dem Vorhergehenden: 

fr« fe^ 1 , 1 1 1 , . . J_T 

CX Lx" """*■• + x>»-i ""1.2* x*»-* + etc ' + 1 . 2...(/7i-2) ' ar* J 

+rä^i)if icro+'M + 2 

i Lässt man sich in dieser Gleichung p der Null nähern , wobei 2 
und /(l-fp) zum Verschwinden kommen, so erhält man die merk 
würdige Gleichung: 

*L *— 1 + *—* 1.2 •«—«+1.2.3 'a— * etC * 

+ 1 .2....(m-2) * x + 1 . 2....(m-l)) 1 + ar J " C ' ,, ■- 1 ' 

wo Cm-i eine numerische Constante bedeutet, die nach (^berech- 
net wird. 

Zu bemerken ist noch, dass diese Gleichung fär m—i eine Modi- 
fication erleidet; es kommt nämlich, wenn man die obige Betrach- 
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tung für diesen Fall aufmerksam verfolgt, und beachtet, dass Q 

i Integrallogarithmus (c) /ist: 



die Constante des 





t=2 endlich kommt das Glied A ^T"" 9i • \ - 



gar nicht vor; es ist vielmehr 

Was die Werthe C x , C^, C*, u. s. w. betrifft, so kann man aus 
(d) leicht eine Recursionsformel dafür entwickeln. Bezeichnet man 
die absoluten Werthe derselben durch kleine Buchstaben, 
11 1 , 

Cm — ~ Ctn-i =- • T-T) ~» Oder 




;=0,577215664901 ist, so findet man 
J-&tmn,\ * £=0,577215664901, 
i \ Cl =0,422784335099, 
c*=0,461392167549, 
c 3 = 0,209352944735 
u. s. w. 





Diese Zahlenreihe nimmt ziemlich schnell ab ; übrigens ist mit 
Ausnahme von C die Zahl c a am grössten, von c. z an aber findet 
fortwährende Abnahme statt, wovon man den Grund leicht ein- 
rd. 

fv cos-r 
II. Von dem Integral^ 

f^r^x^cosxf^—^f^xdxf^^, so erhält 
man lei t « 

/? coBxdx_ _1 cosp 1 fv sin ^ 
n ^+r-""2m' ;; 2 '" ~~ 2/11-4 ^ 

Man erhält ferner 

/Psina: Q l sinp , 1 fPcosx* 

Die Substitution dieses letzten Ausdrucks in den vorhergehenden 
giebt die Reductionsformel 
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/PC0H2T - 1 : CO»p t / _ <t 8111/? 

1 /** _coß£ * 

-(2m-l)2m.£ a*— i** 

und durch successive Anwendung derselben kommt 

fp cos x fl _1_ cosp 1 sinp 

(a) ^ **™+i < ^-~2m>*'» + (2m— l)2m>*»-i 

cos/? 1 sitip 



'2 
»2 



(2m-2) (2m— l)2m ' ' " (2m-3)(2m— 2)(2m— l)2m > 

u. a. w. 

(—1)"» cosp (— l)»»-f 1 sinp 
+ 2.3.4....2m * p2 +1.2.3....2m* p 

(— \) m +* fP cos ar 
+ OT3;...2/« «(. a: , 

■ 

/J> COS .T n 
^^3* findet 
X 

man das Integral linker Hand von folgender Form: 

r 

+ ejp + b 2 p* + b 4 p*+ etc. , 

und zwar 

(ß) . . . C am = j ( 2 ^ 2w (1 + i + i + .... + 2™ - C) ; 

die (ibrigen Coelficienten findet man einfacher durch die- unbe 
stimmte Integration des Differentials 

i 

i^ C08 ^ = i^^ (l ~O + 1.2.3.4"" etc,); 
auf diese Weise erhält man nämlich sogleich: 

Ky) •"•«4 x* m f 1 ** ~ C «" ~ 2mp** + 1 . 2 ' (2m— 2)/>*"- 2 

' __1 1 (—1)"» 1_ 

" ttZi ' (2w-4)p*— * +ete + 1 .2....(2//i-2) '2;> 2 

+ 1.2....2m^ M.2....(2m+2) * p + 1.2....(2m+4)- 4 * + m inl * 

1 1 1 

Druckt man nun, wie vorher, die Glieder - * f% 'ffm-*)//*"-^ 

J)m 

u. s. w., — 2m^P durch bestimmte Integrale aus, die sich von 
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» bis p ausdehnen, bringt dieselben auf die linke Seite, und 
lässt dann p sich der Null nähern, so erhält man: 

•••• + 1.2....(2m-2)*a: 2 + 1.2....2/« 1+*J- Cl "- 
Für m=0 hat man besonders zu beachten: 

« ih= c - 

and für m=i 

Die absoluten Werthe der Grössen C^m sind; wie aus (ß) er- 
heilt, mit den Grossen c %m identisch« 



HI 



. Von dem Integral J** &c» 



Da die Betrachtungen in Bezug auf dieses Integral den vor- 
hergehenden ganz analog sind, so darf ich mich jetzt kurz fassen. 

/jp sin x S sin w 
— „— Zx— — ö 7 • o m i 

1 cosp T /*J> sinj? _ 

Qm-fy ' ~ (2w-2) (2f»-I) «4 5^=5** gelangt 



man zu 



, sinp co»p 

ja. s. w. 

i (— l) w sin/? (—t)" 1 * 1 /»j» cosa: _ 

+ 1.2.3....(2/w— 1)' p + 1.2.3....(27/i-l)-4 ~F" d:r; 

daraus ferner 



(6) 



fTsmx. _ t 

*£, ^ÜT^ = C »»-i- ( 2^ 



,_j i . (- 1)'"- 1 i . (-))■"-» , 

* 1.2.3 " C2m-4)p*— «~ •• + 1.2....(2>n-3) ' 2j?+ 1.2....(2w-l)* 

+ iJZ&l+iy W+ li^lv m ****** 
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WO 



(o cw, = i^^cC-i) d + i +;+••• - c)- 

Endlich kommt 

f»dxr~ sin* 1 1 1 

{) • • •4 ^L^ 2 " 1 -' ar*"-« + 1.2.3 ^^=4- - 

+ _t 1 ) w ^__ 1 , (-1)- 1 1™ 

1.2.... (2m — 3V |c* + 1.2....(2m— 1) 'T+*J 2m ~ l 

und insbesondere: 

= - 0,4227843350011. 



• 



Ueber eine gewisse Klasse bestimmter 
Integrale, bei welelten die Function 
unter dem Integralzeichen für einen 
Wertb der Veränderlichen zwischen 
den Integrationsgrenzen unendlich 

wird. 

Von dem 

Herrn Doctor Fl Arndt, 

Lehrer am Gymnasium zu Stralsund. 



Im VII. Bande des Archivs p. 270 ff. hat sich Herr Professoi 
Schlomilch mit den bestimmten Integralen: jf ^ » 
d* * x si n öx Bx 

J ^ _ f p beschäftigt, und folgende Werthe gefunden: 
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y mtc cosbxdx n . . • /* x xshxbxdx n . 
— » «-= — ö~sin ab , / — ö — «— =^-cosa6 

(a>0, 6>0). 

Im Cr eile' sehen Journal. Band 33. hat dieser ausgezeichnete 

Mathematiker denselben Gegenstand von Neuem aufgenommen und 

dürch eine zwar weitläufige, aber sehr sinnreiche «Methode auch 

u A- w *u f * xcosbxdx f*> smbxB x 

noch die Werthe von .# 2 — ~a~ un " / -a „2~ ermittelt. 

o x d o •** ~~~~a 

Es finden sich dort die Formeln 

* ■ 

/* x cos bxBx 
— a _ 2 == — cos ab Ci(aü) — sin ab Si(ab), 

/OD ^| ^ j r j 
—^—^-= — sin Ci(ab) + cos a6 &'(a6) *). 

Ich werde diese vier Integrale nach einer von der S chlo milch - 
sehen ganz verschiedenen Methode von Neuem besonders unter- 
suchen, und darthun, dass die so eben angegebenen Werthe nur 
unter einer ganz besondern Voraussetzung richtig sind. Zum bes- 
seren Verständniss des Folgenden muss ich einige Bemerkungen 
vorausschicken. 

Alle vier Integrale sind von der Art, dass die Function unter 
dem Integralzeichen für x=za unstetig wird, und eben deshalb ist 
bei der Werthbestimmung derselben ganz besondere Vorsicht nöthig. 



f(x)dx. Wenn d 

Function f(x) für alle Werthe von x, zwischen welchen man i 
tegrirt, endlich und stetig bleibt, so ist bekanntlich 



wenn ty(x) der allgemeine Ausdruck des unbestimmten Integrals 
f{x)dx ist. Wird dagegen die Function f(x) für einen Mittel- 
werth zwischen x 0 undx l9 z. B. für x=a, unstetig, so darf man 
die Formel (a), wie bekannt, im Allgemeinen nicht anwenden; 
vielmehr giebt sie dann häufig fehlerhafte Resultate. In diesem 
letztern Falle ist eine Theilung des Integrals nöthig; um nämlich 
seinen Werth zu finden, suche man die Grenze, welcher sich die 
Summe 



f(x)dx+J f(x)dx 



"ähert, indem die positiven Grössen n und v beide gegen Null 
convergiren und sonst ganz unabhängig von einander sind 
Es sei z. B. m 

i i 

*) Die Bezeichnung ist bei Sehl 5 milch etwas anders. 
Tbeil X. 16 
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/" ?£ 

r 

zu entwickeln , wo m , n positiv sind und für #=0 Unterbrechung der 

— = J/.(:r*), so wurde die 

Anwendung der Formel («) geben : 

da n, r m positiv sind. Allein dies Resultat ist unrichtig ; denn zer- 
legt man das Integral, so kommt 

für «=0, v=0, also offenbar 



x~~ m u ' 



v 

Hier bleibt nun das Verhältniss — , während u, v sich beide der 

Null nähern , völlig unbestimmt, da die Bedingung der Aufgabe 
gar keine gegenseitige Abhängigkeit zwischen u und v feststellt; 

y' n dx 
— unbestimmt *). Es vet- 

dient besonders hervorgehoben zu werden, dass man nicht etwa 
u—v setzen darf, also auch nicht 

* * 

f Xl f(x)dx=f a ~ U f{x)dx+f *' fix) dx , für «=0. 

V 

Unter dieser Voraussetzung würde log - offenbar verschwinden und 



*) M in d i ng nimmt in seiner vortrefflichen Differential- und 
Integralrechnung. Berlin. 1836. auf den hier betrachteten Ausnah- 
mefall ganz besonder« Rücksicht, und die obige Definition des bestimm- 

1 f(X)OX für den Fall, dass für X — a Unterbrechung der 

Stetigkeit statt findet, verdanke ich ihm. 

Merkwürdig ist, dass er unter Anwendung der Formel («) findet: 

f n ?f=/( r JL_V also einen imaginären Werth, der die Unzuläs- 

J — m x V — //*/ 

sigkeit der Formel (a) für den vorliegenden Fall um so mehr ins Licht 
setzen soll. Minding kommt zu diesem Resultat, indem er das unbe- 

/?£ 
~-- — lx setzt, was nur für positive X richtig ist, 

während für negative / ~=£/(.r 2 ), wie schon hinlänglich bekannt ist 
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der Werth I- richtig sein. Das« im Allgemeinen nicht w=v ge- 
nommen werden darf, erhellet leicht, wenn man die bestimmten 
Integrale sich durch Flächenräume dargestellt denkt 

Nehmen wir nun bei den «obigen vier Integralen die erwähnte 
Theilung vor, so werden die folgenden Betrachtungen uns zu dem 
Resultate führen, dass diese Integrale unbestimmt sind, und 
nur unter der Voraussetzung y, = v die von Schlö milch a. a. O. 
gegebenen Werthe erhalten. Schlö milch hat in seinen Ent- 
Wickelungen auf die Unterbrechung der Stetigkeit nicht Rück- 
sicht genommen, weshalb er zu obigen bestimmten Wertheo 

^£—^2=0, was nicht 
richtig ist. Denn man hat durch unbestimmte Integration 

. /•»'— Sx ,. f . Sx . ru&a+vrv 
Nähern sich nun u und » der Null, so convergirt gegen 1, 

i 

allein das Verhältniss — bleibt unbestimmt, und es ist also auch 

ix 



* dx 

o 



2 ^ unbestimmt, und nur =0, wenn man 

_/*«-" Bx , /** dx 



0 U, tt- o 

setzt, und die Grenze für wz=0 bestimmt. 

/ aD co&bxdx 
— 2 2"=co, 

wo wir offenbar a und b als positiv betrachten dürfen; auch darf 
a nicht verschwinden, da <o sonst unendlich wird. 

Da 5 er ^— , so kommt die Aufgabe auf die 

Entwickelung von 

f^cosbxdx . fvo&bxBx 

zurück. 

Was das erste Integral betrifft, so habe ich seinen Werth in 
einer frühern Abhandlung schon entwickelt; ich habe nämlich ge- 
funden : 

16* 
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*% ar + o 
od y 

/* fl6 sini/ (a&) 3 , (ab)* 

C (die Constante des Integrallogarithnius) = 0,5772156. 

Um nun ferner w 2 zu entwickeln, bei welchem für x=a Unter 
brechung der Stetigkeit statt findet, müssen wir 

cosfcc&r cosfcr&r 

setzen, und m, r sich der Null nähern lassen. Es sei also 

r a-u cos bxdx ^ __/* 0D cos6a;83r 

Für x — a—+—y wird 

^ a y ^ o # - « ■ y j 

Man hat nun 

0 y od »y ® y , 

also durch Substitution: 

(2) .... 0^ a-ttC -^^ = cosa6{CiX^)-a(a6)} 

+sina6{Si(tt6)-SiM)}. . 
Auf der andern Seite hat man, wenn x — a=y gesetzt wird, 

aber 

also durch Substitution : 
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(3) .«.Ol =-J a+v J ._ g — -cos ab€S(vb) - sin a6 { Se(v6)J. 
Durch Addition von (2) und (3) kommt 

»cosfor&r cos bxBar 

+ sin a* [-»(«6) + - S(a6) - 1« ]. 

Nähern sich nun n und v der Null , so verschwinden offenbar Si(ub), 
Si(vb) ; dagegen wird Cü(u6) - Ci(vb) == £/. Y, oder, wegen *>0, 

v>0, schlechthin wobei das Verhältniss £ völlig unbe- 

stimmt bleibt Es ist folglich 

ti\ f^cosbxBx . 

(4) .... <0 2 =/ o __ =cosa6j/ ^J_ a(fl6)} 

»■_ .. 

— sin ao^rc + Si (a&)|. 

Da nun „ach dem Obige» 2a f* c -^|£ = «5*£5f 
^ cos ft^r (/i'r 

> so hat man nach den Gleichungen (1) und (4) 



(3) 



/*°° cos bxB& Su\ 
2 V 0 X 2^ fl 2 = c°s «6 / ^- «sin a6. 



Addirt man die Ausdrucke (1) und (4) und beachtet, dass — v~ 
12* * + ß 

+ ^^ == Aä~^ä» 80 findet man auf d er Stelle 

(6)..../* £^£|£:_ cogo6( i/0^_O(a6)i-sino6S«(a*). 



2. ' 

Auf eine ganz ähnliche Art wie vorher findet man die Formeln : 

d') f~^£^=*nab {Ci(ub)-Ci(ab)\ 

—cos ab { — Si(ab) }, 

sin 6* dar 



in/: ^ 



durch Addition: 



— -sino6Ci(v6)+cosa6 Utc— 
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/•«-« sinbxdx . / * sinbxdx 



— cos a6 [ Si («6) f 5t(«6) - &'(nft) - 

und für m=0, i/ = 0: 



= sin a6 { / — Ci (ab) } + cos aß { J tc -f- Si (ao) j. 
Ia einer frühem Abhandlung habe ich ferner entwickelt: 

Durch Subtraction und Addition der Formeln (30 und (4') erhält 
man leicht: 

x sin $x f u \ 
a .% mm ^ a 9 — 4 J sin «6 -f i7rcos «6. 



7£ 



Für -=1 gehen die Formeln (5), (6), (5'), (6') in die von 

Schlö milch im Archiv und im Crelle'scheu Journal ange- 
gebenen über, was ich bereits oben angedeutet habe. 

Schliesslich will ich bemerken, dass die beiden Integrale 

mit denen Schltfmilch sich im Crelle'schen Journal ebenfalls 
beschäftigt hat, unbestimmt wie die vorhergehenden sind. Ich 
werde sie in einem nächsten Aufsatze einer besondern Untersuchung 
unterwerfen. 
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• 



Heber die Integrale f * und 



f. 



x xer- öx dx 
x 2 — a? 



o 

Von dem 

Herrn Doctor F, Arndt, 

Lehrer am Gymnasium zu Stralsund. 



Da bei beiden Integralen Unterbrechung der Stetigkeit für 
x=a eintritt, so müssen wir jedes derselben in zwei andere zer- 
legen, deren eines sich von x=0 bis xz=a — «, das andere von 
x=a + f bis x = cx> erstreckt, und die Grenze der Summe für ic=0, 

r=0 ermitteln. Da ferner 5= r~ > -s— 0= 

x*—a* x—a x + a x* — «* x—a 

+ x . — , so sieht man, dass es hier nur auf die Entwickelung fol- 
gender drei Integrale ankommt: 



J 0 *—a 9 x ~Ja+v x—a ' a -J 0 x\a' 

Was das erste betrifft, so erhält man, x — a— — y gesetzt, 
e=zl Z- = e -ab I 9 g-^ab I — >l t D ies Integral 

ist nur durch Reihen entwickelbar; am einfachsten setzt man, um 

eine solche Reihe zu erhalten , für e» die unendliche Reihe 1+ y-f-^ ^ 

+ j-^-g+etc, und integrirt zuerst unbestimmt ; wird zur Abkürzung 

«9) = i <•<»*> + \ + 1 • + » • + etc - 

gesetzt, so kommt / — ^=t^(m//) — ip(<io), also 

06 ?/ 
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/a — u p—bx 
——^=e-^\^(ub) - y{ab)\. 
X tt 

Uebrigens sieht man aus dieser Gleichung, dass das Integral 

/•« e~ bx dx . , 
= — oo wird, 
o x ~ a 

Man hat ferner, x — a=y gesetzt, 



1 J v y y ^oo y 



Dies Integral ist bekanntlich der Integrallogarithmus von e~ bv , und 
man hat 

wo C=0,5772156; 

demnach ist 

« =-«-*« <*-*); 

/» e~ bx dx 
== + x wird. 

Die Addition der beiden Ausdrücke (1) und (2) giebt 

/•a— II p— bxfi-r /•ao p—bx Plr- 
0 *c — « ^ a \ v X — « 

für m=0, r=0 wird offenbar y(ub) - Ii (e-* w ) = \l. — C, wo 
das Verhältnis* — unbestimmt bleibt; folglich ist 

Endlich findet man für x-\-a=yi 

also 

y*» p-bxfirr 

Subtrahirt man nun (4) von (3), so entsteht: 

/OD p-bxfij. /u\ 2 
^r=^=«- a4 [y • y - c - «oft) ] + «■» «(«-») ; 
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die Addition von (3) und (4) giebt dagegen < 
Setzt man*, jetzt mit S ch 1 öm i I ch 

CO £ö 2 G> 3 

C+i/.(« 2 )+j-+i.j-2 + i. ^ + etc. = Ei(u) t 

so ist offenbar C + ty{ab)z=iEi(ab) , 7t(«^) = a6), and die 
Gleichungen (5), (6) nehmen folgende Gestalt an: 

(7) .... iaf* ^§ =c -«»[i/.0y-£;«(a6)]+ e »»£»(-«6), 

® •- 2 /T ^|#= e -'[i/.(^) , -ß(a6)]-^JS.-(-«6). 

Die Integrale sind folglich beide unbestimmt; setzt man das Ver- 
u 

hältniss -= l, so gehen die Ausdrücke in diejenigen über, welche 

Schlomilch im 33sten Bande des Crelle'scben Journals 
p. 328. gegeben hat. 

Schliesslich verdient noch Folgendes bemerkt zu werden. 
Da 

Ei(-ab)= C+i/.(a6)«- Y + ^ - etc * =/t '- (e ~^> 

und diese Function n.Ei(ab) übergeht, wenn man ab negativ setzt, 
»o konnte man sich veranlasst sehen, Ei (ab) = li{e ah ) zu setzen; 
allein dies ist fehlerhaft, indem der Integrallogarithmus einer die 
Einheit übersteigenden Grosse wiederum unbestimmt ist. 

P—v e~~ x dx 

Um dies darzuthun, sei das Integral J zu ent- 

wickeln , wo p positiv ist. Da für x=0 Unterbrechung der Stetigkeit 
statt findet, so setze man 

/-J» e~*dx /•» e~*dx f-P e~*dx 
„ X X -v X ' 

wo u, p beliebig kleine positive Grossen sind. Man hat dann 
— — = C + V . (u*) - j- + i . j-^ — etc. , 

— IL (c*) — j— 4 . j-^— etc. , 
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folglich 

wo £ für w=0, t>=0 verschwindet Daher hat man 

oder auch, wenn man e~*2=y setzt: 

Hier ist nun grösser als die Einheit, und der Integralloga- 
rith uins einer die Einheit (ibersteigenden Grösse ist folglich unbe- 
stimmt, da zwischen u und v keine Abhängigkeit irgend einer Art 
besteht. Ich habe diese Bemerkung hier gemacht, weil Schlu- 
nd Ich an verschiedenen Stellen des Archivs solche Bezeich- 
nungen wie li(eP), (p> 0) angenommen hat. Der obigen Ansicht ist 
auch Min ding. Auf p. 193. (Handbuch der Differential- und 
Integralrechnung. Berlin. 1836.) sagt er ausdrucklich: „Folglich 
ist auch das vorliegende Integral *) zwischen den Grenzen 0 und 
x' y sobald #'>l, unbestimmt." 



Heber einen von Gauss gefundenen 
Ausdruck der Oam m a f u 1 1 e t i on 

Von dem 

Herrn Doctor F. Arndt, 

Lehrer am Gymnasium zu Stralsund. 



In der berühmten Abhandlung: „Disquisttiones generale* 
circa seriem infinitam 



•>/*■ 



Ix 



* 
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1 + 7* + ~nwT* + ctc * 

• « 
at Gau 88 bekanntlich gefunden, dass das Product 

jj/ r \ 1.2.3.... k.k a 

U ^> a >-{a + \)(a+2)....{a+k) 
k ins Unendliche wächst, der Grenze r(a + 1) 

V. 1 



^c-*a^ nähert, dass also J7(c© , a) oder kurzer J7(«)=r(<z+1) 

t Die Herleitung dieser Gleichung bei Gauss beruht auf Eigen- 
sten der obigen Reihe, die er mit einem grossen Aufwände 
>n Scharfsinn entwickelt. Ein besonderer einfacher -Beweis der 
' Rede stehenden Gleichung dürfte wohl wünsch cnswerth und 
eileicht nicht ohne Interesse sein. ^ 

Ich erinnere zunächt an die bekannte Gleichung 



chreibt man dafür 



= A — — + • / o ( "TT ö * ' 

id beachtet, dass das erste Integral dieser Summe den Werth 
:hat, so kommt 

Bir(a+ 1) fiSx*-! x* \ 

ler, wie leicht erhellet : 

ies Integral kann man in zwei T heile zerlegen, nämlich in 

x 

eren jeder einen endlichen Werth hat, wie leicht erhellet. Was 
en letztern betrifft, so ist 



■ 



folglich 

8/r ( a-H)_ i i i r Y^Z- 1 -^- V 

8a a + l « + 2 « + Ä + ^ 0 l 1 —l-xj 0 * 

. x 

Nun lässt sich beweisen, dass das Integral 

. '=/:(f-^)-=/>*a-s)=- 

für ä=oo verschwindet Denn da von den beiden Factoren unter 
dem Integralzeichen x*- 1 , = — f- — ^ > der erste sein Vorzei 

X 

c!>en (+) zwischen den Integrationsgrenzen nicht ändert, so ist 
bekanntlich fr = mJ* x k —tfx=M .j # wo ilf einer der Werthe ist, 

welche die Function <p erfangt, indem x von 0 bis 1 sich stetig 
ändert. Alle diese Werthe sind aber endlich, was für jedes x> 
das < 1, von selbst erhellet, und für x=\ auf bekannte Weise dar- 

gethan wird; folglich bleibt M endlich, also verschwindet M. j- fär 
Ä'=od, d. i. r=0 für A*=oo. Nach dem Obigen ist also: 

■ 

Bezeichnet man den Ausdruck rechter Hand durch A, multiplicirt 

Bir(a A-Yi 

die für jedes endliche k geltende Gleichung — -jg — -=zA-\-r mit 
da, und integrirt von a=0 bis a=a, so kommt 

/r(a + l)=/° Ada+f'rBa. \ 

o o 

rda für &=x verschwinden. 

Setzt man nämlich J*rda = il>(a), so wird ^ röa = ^(aj — ^>(0); 
aber nach dem Taylor sehen Satze ; ? 

*(a)-*(© = a^(*a), 
wo # zwischen 0 und 1 liegt, also R=aH>'(&a). Da nun ty'i&a) 
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= (nach der Differenziation &a statt a gesetzt), und -]g~^ 

— r ist; da ferner nach dem Obigen r für jedes a, wenn k — <x>, 
verschwindet, so muss auch Ä für £=oo verschwinden. Demnach 

ist ir(ß-\-i)—jJ* Ada(k=<x>), oder, wenn man die Integration 
ausführt, 

<*>••• /r <°+ *> =/ " (« + IKa %£Z+ *) (k=CC) - 
Daraus ergiebt sich sogleich 

(c) r(a + 1) = (a+ ! )( 2 a ;.2)*'. («+*) <* = *>• 

Bekanntlich geht die Constante des Integrallogarithmus Cher- 

vor aus , wenn man in diesem Ausdrucke a=0 setzt; 

nach (a) ist also 

C=H !+{ + .... + l^lk(k=*>), 

was sonst auf minder strenge Weise dargetban wird. 



i 



r 

Zwei Entwicfcelun$en des bestimmten 

• I t ■ 

Von dem 

Herrn Doctor F. Arndt, 

Lehrer am Gymnasium zu Stralsund, 



Lejeune-Di richtet'* interessanter Beweis des Legendre- 
scben Theorems über Eulersche Integrale der zweiten Art (Crelle s 
Journal Bd. 15. p. 258. ff.) kommt der Hauptsache nach darauf 
hinaus, darzuthun, dass die Ableitung v 



[ 
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8 r(a) r(« + l - ) r(a + |) .... r( a +?=±) 

Sä 1 ' " T(nä) 

* 

eine von a unabhängige Grosse ist, deren Werth fcraan übrlgeo 
nicht zu kennen braucht. Zu dem Ende entwickelt Diricnle 
die Gleichung ( 

j n |. 

setzt darin a, a-\ — ,....a-\ statt a, und bildet die Summ 

ii n 

wofür er das bestimmte Integral erhält: 



1— # - |y or 
J —x n 

Dieser Ausdruck wird durch die Substitution von statt x i 
den folgenden Jransformirt : 

zieht man nun von dieser Gleichung 

a/r<*«) _ rot«) /• • ( ,_i } s* 

ab, so kommt 

* la~~ n J \1=^~T^JT' 

welches in der That eine von a, unabhängige Grosse ist 

Hierauf hat &chlümi Ich in diesem ArchivThL VII. n. 348. i 
darauf aufmerksam gemacht, dass man sich auch der bekannte 
Gleichung 



ir- c Vo ~T^r dx > 

zum Beweise des Legendre'schen Theoremes bedienen könnt 
Man findet hier nämlich 



*) C bedeutet die Constante de« Integrallogarithma«. 
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oder, statt x gesetzt, 

Zieht man von der* letztern Gleichung 
ab^ so kommt 

wo das Integral sich leicht unbestimmt entwickeln, und dann zwischen 
den Grenzen 0 und 1 nehmen lässt. 

Ein dritter Weg ist folgender. Unter Anwendung der bekann- 
ten Formel 

a/r( 



lindet man leicht 



V /i 1-**' 

oder, *» statt x gesetzt, 

Zieht man von dieser Gleichung d J^=:f^2L^ ™£\ ^ 
ab, so erhält man 0 /- 



a/ffnc ) 



also eine von a unabhängige Grösse. Uebrigens ist das in dieser 
Gleichung vorkommende bestimmte Integral bekannt. Eine sehr 

einfache Entwickelung desselben ist folgende. Für l-=z wird 

X 

/*1 1 — X n ~ v « /** * /»—na 



286 

Dies Integral darf nicht in sein&beiden Theile zerlegt werden, da 
jeder unendlich wird; integriren wir deshalb von z=p bis z=oc, 
wo p > 0, und setzen 

/•» e~* — e~ n * ^ __ /•* g-»3z _ Z** 30 e-«*dz 
J p "* * * ""Vp z 

/•OD g-iwfo 

Nun geht das Integral J — , wenn man z statt wz setzt, 
— - — , folglich -wird 

p Z; *~Jj> Z J n p Z ~J V Z. ' 

Was endlich das letzte Integral betrifft, so ist es nach einem 

bekannten Theorem gleich MJ - 1 =Mln, wo einer der Werthe 

ist, welche die Function e~* von z==p bis z=mp erlangt. Da also 

M zwischen den Grenzen - - , — liegt , und diese sich derselben 

Grenze 1 nähern, wenn p gegen Null convergirt, so ist 3i=l für 

— - — — In fiir p=0, d. i. nach dem Obigen 
p z 



/ 



• « * > » 

® p— % p—n% 

^—S: = ln, 

U 2 



wie bekannt. 

* 

Ich habe mich über diesen Gegenstand hier nur deshalb so 
weit ausgelassen, um daran eine Bemerkung zu schliessen, die 
mich in diesem Aufsatze weiter beschäftigen soll. 

Bei allen dreien im Vorhergehenden vorgezeichneten Verfah* 
rungsweiseu wurde der erste Ausdruck von s dadurch transformirt, 
dass man x n statt x setzte, und in der That erreicht man seinen 
Zweck so auf die einfachste Art. Wird nämlich diese Transfor- 
mation, unterlassen, oder der erste Ausdruck von s unmittelbar an- 
gewandt, so ergiebtsich, man mag nun D i rieh let's oder Schiö- 
milch's Weg, oder den meinigen betreten, 

und nun stellt sich die Aufgabe dar, zu zeigen, dass dies Integral 
eine von a unabhängige Grösse ist. Die Combination dieser Glei- 
chung mit der obigen s ~"~~g~ = — n ^ n l e h rt zwar» dass 
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«ein muss, aber die ganze vorhergehende» Betrachtung hat zur 
oothwendicen Voraussetzung, dass n ei ne positive ganze Zahl 
ist, und die Gleichung («) bedarf deshalb mit Rücksicht auf ge- 
brochene n einer besondern Untersuchung. Zu den! Ende- wedele 
ich im Folgenden zwei Entwicklungen der Gleichung 

welche aus (a) durch die Substitution von x n statt x hervorgeht, 
mittheilen, welche die Richtigkeit derselben für den Fall, dass a 
eine positive Grosse und n einepositive, aber sonst beliebige 



"oiiiK.- ijciwi mau aic iiivm f^cn uuiiiii.ii iku ii triuviii , ueill \JVl- 

gen welleicht ähnlichen Verfahren unter Zuziehung der Gamma« 
funetionen ab? 

Noch eine Bemerkung, bevor ich zum Beweise schreite. Die 
beiden Theile, in welche das Integral (b) zerlegt werden kann, 
nämlich 

sind so beschaffen , dass das erste Integral in das zweite übergeht, 
wenn x* statt x gesetzt wird ; allein man darf nicht schliessen, dass 
das Integral selbst verschwindet; ein solcher Schluss wäre nur 

zulässig, wenn das Integral / f— —dx einen endlichen Werth 

o i ■ x 

hätte, was nicht der Fall ist. Ueberhaupt darf man, nach einer 
Bemerkung von Di richtet, die beiden Theile des Integrals 

( fiß) — <p(x) j Bx , nämlich J . f(x) da, J <p(x) dx, 

nicht verschiedenen Transformationen unterwerfen , wenn einer der- 
selben einen unendlichen oder unbestimmten Werth hat. 

Erste Methode, däs bestimmte Integral 

zu entwickeln. 

V 

Der Werth von co lur a=l ist leicht zu entdecken; es ist 
nämlich J ^_ -j—jja* = ;i. (^Tzf^; . also 

wo n positiv sein muss, damit x n fär x=0 verschwinde. Setzen 
wir nun 

Theü X. IT 
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und untersuchen die Differenz 

.« i , i f •»■« |i. : ; i f < < 

/•l/l-if-" _ 

*» """=/.■ V~T^ " 1-*" J 8 *' 

■ unter Voraus 
Setzung, dass a'positiv ist, einen endlichen Werth hat. Dies ist 
unmittelbar klar , wenn a— 1 > 0, indem datin die Function j x 

für alle Werthe der Veränderlichen von 0 bis 1 endliche Werthe 

I"" - oc^ — ^ 

erlangt; allein fär ein positives ächt gebrochenes a wird ^ x 
;=; — od für ^r=0, und dieses Falls wegen ist noch eine besondere 
Betrachtung nothig. Es sei «=|> >wo P> 9 positive ganze Zah- 
len bedeuten; wird dann x=rt gemacht, so kommt 

y. 11— X"- 1 Z* 1 !«- 1 — I* -1 , 

0 -T=I- dX = ?J 0 1-W -< ' 

Nun ist o—l ^0, p-1 ^ 0, die Function ^-j^ 2? — erlangt 
also nicht nur für alle von Null verschiedenen Werthe des z, son- 
dem auch för 2=0 selbst, endliche Werthe, und / , -fe 
hat mitbin einen bestimmten endlichen Werth 8. Macht man 

».- — ±_ z „ — Si, da n positiv ist; also 

d. i. Wj — co = Or Nach dem obigen Werthe von (o x ist folglich 

-/.'(s-i=s)«-* 

(«>0, »>0). x 

Zweite Methode. 
Differenz! rt man dfe Gleichung 
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auf bekannte Weise nach n , so erhalt man 
oder, x n = z gesetzt, 



Bat 
cn 



vegen der gemachten Substitution n positiv sein muss. Bei 
erksanier Betrachtung des Bildungsgesetzes der Function 



wo wei 
aufmer) 

miter dem Integralzeichen erkennt man bald, dass das complicirt 
aussehende Integral sich auf folgende Weise unbestimmt ent- 
wickeln lässt. Bezeichoet man es einstweilen durch J , und setzt 
:«lzz=u, so kommt i«-^ + a/z)Bz= Bu, folglich 



I r f (l — z)Bu + u dz u 

oder, für u seinen Werth gesetzt, 

dass < 



z°h 



\ ür 2=0 verschwindet die Function | — - unter Voraussetzung, 

1 z 

dass a positiv ist, wie man leicht findet; für z—\ wird dieselbe 
gleich — 1 , wie man durch Differentiation von Zähler und Nenner 
findet ; also ist 

1 z a ~ 1 Bz 

o (I^)«[a-*)(l+«/-) + ^] = -l(«>0), ; 

1 

Bto 1 

folglich 7^= — , rü = /M-f Const. Da aber die Constante verschwin 



f. 



den 



muss, indem a für n^=l verschwindet, so kommt « — ///, wie 
vorher. 

■ 

t ii •/» •<# \« r jHr>* iMlntt«iiJriftl bnu 
I 17* 



■ 
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XXVIII. 

Velber einen allgemeinen üehrsata tter 

Stereometrie. 

* • - ■ * 

Von 

dem Herausgeber/ 



Einleitung. 

Herr Fabriken - Kommissionsrath Brix in Berlin hat das 
Verdienst, in der neuen Ausgabe des, verschiedene arithmetische 
und geometrische Lehren enthaltenden, Anhangs 211 seinem aus- 
gezeichneten Eiementar-Lehrbuche der dynamischen Wis- 
senschaften (S. 130. — S. 148.) zuerst eineii allgemeinen stereo 
metrischen Lehrsatz zur Sprache gebracht zu nahen, mittelst 
dessen sich die Inhaltsbestimmung einer grossen Anzahl von Kör- 
pern, namentlich aller derjenigen, welche in der elementaren 
Stereometrie betrachtet zu werden pflegen, und solcher, die durch 
Umdrehung der Kegelschnitte entstehen, mit aller zu wünschen- 
den Leichtigkeit ausführen lasst. Dieser Satz hat bisher, wie es 
wenigstens scheint t nicht die Beachtung gefunden, welchß er 
jedenfalls in hohem Grade verdient. Nur erst in diesem Augen- 
blicke fallt mit eine so eben erschienene kleine Schrift: „Heber 
die Inhaltsberechnung der Körper nach einer e inzigen 
Formel. Mit besonderer Rücksicht für die Praxis be- 
arbeitet von W. Ligowsky, Feuerwerker in der 7ten Ar- 
tillerie-Brigade. "Berlin. 1847." in die Hände, in welcher 
dieser sehr bemerkenswerthe Satz von Neuem zur Sprache gebracht 
wird, und da Herr Ligowsky in der Vorrede sagt, „da>6 die 
Aufmunterung, welche ihm zur Bearbeitung dieses Gegenstandes 
Seitens seiner Hohen Gönner zu Theil geworden sei, die erste 
Veranlassung zur Herausgabe der vorher genannten kleinen Schrift 
gegeben habe " ; so scheint das allgemeine Gesetz, um welches 
es sich hier handelt, und namentlich seine nach meiner Ueber- 
zeugung grosse Bedeutung liir das praktische Bedürfniss, wenig- 
stens in Berlin, höheren Orts Aufmerksamkeit erregt zu haben, 
und Herr Ligowsky, um den Satz, wie er allerdings gar sehr 
verdient, allgemeiner in die Praxis einzuführen, zur Bearbeitung 
und Herausgabe seiner Schrift veranlasst worden zu sein. Nun 

1 
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Ist aber zu bemerken, dass iUe Scbril des Herrn Lioowskv, 
welche jedenfalls das rroduet eines Anfängers ist und namentlich 
m Rücksicht auf mathematische Strenge sehr Vieles zui wünschen 
übrig lässt, dem, was HeiT Brix a. a. i). schon gegeben hat, nichts 
wesentlich Neues, was wenigstens der Beachtung einiger massen 
werth wäre, hinzufugt, und dass Letzte rem jedenfalls das von 
Herrn Ligowsky in der Vorrede zu seiner* Schrift nicht so deutt 
lieh und bestimmt, wie es erforderlich gewesen wäre *), hervor- 
gehobene Verdienst bleibt, den Satz zuerst aufgestellt und seine 
Bedeutung für die Praxis durch eine ziemlich grosse Anzahl von 
Beispielen, denen Herr Ligowsky auch nicht eben etwas Neues 
von einiger Bedeutung hinzugefügt hat, zuerst nachgewiesen zu 
haben. 

So sehr und so gern ich nun aber, namentlich bei den freund- 
schaftlichen Beziehungen, in denen ich schon seit einer langen 
Reibe von Jahren zu Herrn Brix zu stehen die Ehre habe, des- 
sen grosses Verdienst rucksichtlich des fraglichen Gegenstandes 
anzuerkennen bereit bin, so muss ich doch bemerken, dass Herr 
Brix den Satz nicht eigentlich allgemein bewiesen hat, und dass 
derselbe a. a. O., wenn auch nicht ganz, doch gewissermassen 
nur als das Resultat einer lnduction erscheint, was anch wohl 
zum Theil der Grund gewesen sein mag, dass der Satz bis jetzt, 
wie es wenigstens scheint, wenig Eingang gefunden, und sich 
noch nicht Bahn in die Lehrbücher gebrochen hat. Auch scheint 
mir Herr Brix den Satz noch nicht auf seinen wahren Ausdruck 
zurSckgefilhrt und die eigentlichen Bedingungen, unter denen er 
allein gültig ist, nachgewiesen zu haben, was mir nothwendig zö 
sein scheint, wenn der wahre Werth und die wahre Bedeutung 
desselben sowohl in theoretischer, als auch in praktischer Beziehung 
gehörig hervorgehoben und ins Licht gestellt werden soll. Ich 
werde mir daher erlauben, diesen der Aufmerksamkeit gewiss sehr 
werften Gegenstand in der vorliegenden Abhandlung einer ganz 
neuen Untersuchung zu unterwerfen, und in jeder Beziehung in 
sein gehöriges Licht zu stellen, namentlich auch den Satz auf 
seinen wahren Ausdruck zu bringen und die eigentliche Bedingung 
seiner Gültigkeit nachzuweisen suchen. Dabei wird sich dann 
auch zugleich, wie ich wenigstens hoffe, zeigen, was der eigent- 
liche Grund der allerdings grossen Genauigkeit ist, welche die 
Formel von Chapman in den meisten Fällen bei der annähern- 
den Bestimmung der körperlichen Räume gewährt, indem die 
gewöhnlichen Entwicklungen dieser bemerkenswertben Formel 
mir überhaupt Vieles zu wünschen übrig zu lassen , und einen recht 
deutlichen Blick in das eigentliche Wesen derselben nicht zu ge* 
währen scheinen , worin doch am Ende der wahre Werth einer 
jeden mathematischen Remonstration Hegt. Zuerst w*erde ich mich 
bei der Darstellung der Integralrechnung bedienen, dann aber auch, 
was mir hier von besonderer Bedeutung zu sein scheint, zeigen^ 
dass ein ganz elementarer Weg fast euen so leicht und eben so 

* !■ 

- i 

■ 

*) Herr Ligowsky erinnert eigentlich nur an die längst bekannte 
Näherun gsformcl zur Inhaltsbestimmung der Körper von Chapninn, 
and sagt, dass er dieselbe in den der Mechanik gewidmeten Werken 
tob Eytelwein, Foiicelct und Brix wiedergefunden habe. 
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schnell zum Ziele führt, und hoffe mich nicht zu tauschen, wenn 
ich mir hier zum Schluss noch die Ueberzeugung auszusprechen 
erlaube, dass dieser ganze Gegenstand in der ihm hier gegebenen 
Gestalt, oder wenigstens in einer ähnlichen, sich fernerhin gewiss 
in den Elementarunterricht der Stereometrie, namentlich anfallen 
mehr eine praktische oder technische Richtung verfolgenden Lehr- 
anstalten — fiir weiche die Sache vorzugsweise von Bedeutung 
sein dürfte, und denen ich dieselbe daher auch besonders 
empfehle, — und in die Elementar -Lehrbücher dieser Wissen- 
schaft, allgemein Bahn brechen win}, was ich wenigstens wün- 
schen möchte. 



Wir wollen uns einen von einer ganz beliebigen Fläche um- 
schlossenen Körper denken, und annehmen, dass die Flächen- 
räume aller in einer gewissen Lage geführten , einander parallelen 
Queerschnitte desselben ganze rationale algebraische Functionen 
qes zweiten Grades ihrer normalen Entfernungen von einem ge- 
wissen bestimmten Punkte, den wir überhaupt den Pol nennen 
wollen, sind, wobei alle von diesem Pole aus nach der einen 
Seite hin liegenden Entfernungen als positiv, alle nach der ent- 
gegengesetzten Seite hin liegenden Entfernungen als negativ be- 
trachtet, mit Rücksicht hierauf aber im Allgemeinen durch .1 be- 
zeichnet werden sollen. Bezeichnen wir aann den Flächenraum 
des der Entfernung x von dem Pole entsprechenden Queerschnitte 
überhaupt durch F x , und denken uns zvVei bestimmte positive oder 
negative Werthe n und 6 von x, wobei jedoch angenommen wer- 
den soll, dass a<6 sei, so ist das Volumen des zwischen diesen 
beiden Queerschnitten enthaltenen Theils unsers Körpers, welches 
wir durch V bezeichnen wollen, offenbar die G ranze, der sich, 
indem wir n eine positive ganze Zahl bedeuten lassen, und der 
Kürze wegen 

b — a 



setzen, wo t unter der vorher gemachten Voraussetzung eine posi 
tive Grösse ist, die Grösse 

i[F 0 + F a+/ + + F« +9l + .... + F*t*-iy| t 

oder auch die Grösse 

i| F«+ 1+ F« +2i +F a +,i + F Ä+4 < + — + F#**ll, 

bis zu jedem beliebigen Grade nähert, wenn man n in's Unend- 
liche wachsen lässt, was sich so leicht und ganz von selbst aus 
den elementarsten Sätzen der Stereometrie von dem Inhalte des 
Prismas oder des Cylinders ergiebt, dass wir weitere Erläuterun- 
gen darüber an diesem Orte für völlig überflüssig halten. Bezeich- 
nen wir also die in Rede stehenden Gränzen in der Kürze durch 
das den obigen Ausdrücken vorgesetzte Lim., so erhalten wir 
mittelbar die beiden folgenden Gleichungen: 
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and 

2) F=Lim.i{ F. +i + Fa+a, + J.W + F a+4 < + ... + *Vf„*}, 
welche die Grundlage alles Folgenden bilden. 

■ 

* • 

Nach einem bekannten Satze von den bestimmten Integralen *)' 
ist nun aber ' ' 



ÖX ^ 



= Lim . i { F«+ F^t + F*f */ + F« + 3 | + .... + F« +m } 
= Lim . iF a -f Lim . i ( F a +; -f Fa+s* -f F«-f- 3 * + .... + F a +ni\ , 

d. i., weil, da F a eine bestimmte endliche Grösse ist, i sich' 
aber bis zu einem jeden beliebigen Grade der Null nähert, wenn 1 
man n ra's Unendliche wachsen lägst, offenbar 

Lim. £F a = Q 

ist, 



I I ♦ .» 



f. 



Fldx 



= Lim . * { F. + * + F«+ai + F fl+3 . + .... + F« r». ) , 
also nach der Gleichung 8) : 

3) V=f h F x dx. ' ' ' 1 

... 

Weil nun aber Fr eine ganze rationale algebraische Function 
des zweiten Grades von x sein soll, «so kann, indem A, B, C 

Constanten bezeichnen, im Allgemeinen 

i " • * . . . • i L . ' 

4) Fx=A+Bx+Cx* 

gesetzt werden, und es ist folglich 

fF x dx=Ax + \Bx* + i Cx* + Const , 
also ' " 

y[* F, 3a: = A (6 - a) + >B(b*-a») + i C(6«-«») . 
folglich nach dem Obigen 

*) Archiv. Thl. IL S. 2T5. 
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t 

5) y—A{b-a) + {B{ffi-a*) + lC(b*-- a*), \ 

oder 

i. : • 

•i t ■' i-i* ■..•;« — — \ 

• ' < '• • 1 1 t t • 

• .! i.; v; >-i i! •••:»•:. i 

III m 

Zu dem Beweise der vorhergehenden Gleichung 6) bedarf man 
aber in der That der Integralrechnung gar nicht, sondern kann zu 
derselben leicht und mit völliger Strenge durch das folgende ganz 
elementare Verfahren gelangen. 

Einen beliebigen Werth der Entfernung x bezeichne man durch 
a, setze, indem n eine positive ganze Zahl bezeichnet, 

■ 

• AI * 

und bezeichne das Volumen des zwischen den Queerscbnitten F 0 
und F a enthaltenen Körners durch X>, so ist offenbar, indem man 
in den folgenden Glelcnungen das obere oder untere Zeichen 
nimmt, jenachdem die Grösse cf positiv oder negativ ist, 

V = Lim . + i { Fi ■ + F 2i + F 3 . + F 4i + ....+ F ni ) , 

■ 

oder, was Dasselbe ist, 

±V=Lim.i{Fi + F 2t +F 3 i+F 4 , + .... + Fnil' 

Weil nun aber nach der Voraussetzung im Allgemeinen 

i • * ■ « » • • 

_ _ _ * _ , : 

F X =A + Bx+Cx 2 

Ist, so ist - • m » 

»I F*i + Fü + F 4i + .... ■+ Fm I 

»«•in * »sei ^i + Ä? + - Ct 8 ,'.-rii t»>// 

+ 4i + 2Z?/* + 2*Ci 8 . 
+ ^i+3Z?/ 2 + 3*Ci 8 
+ Ai + 4Ä a + 4«$ 8 

U. S. W. I i: 

-M(+wjB£s+m 2 c; 8 • 

=w^i + (l + 2 + 3 + 4 + .... 

+(12 + 2« + 3*+4* + .... + w 2 ) C/ 8 , 



also, nach bekannten Elementarsätzen von der Summirung der 
Reihen *): 



*) Die Snmmcnformcl für die Quadrate der natürlichen Zahlen findet 
man bekanntlich sehr einfach auf folgende Art. 
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=riAt + in (n + l)Bi* + \n (n + 1) (Vn + 1) Ci*. 
Weil aber nach dem Obigen 

i --, 
?* 

V -.-V : ; ! "/ i' 

l { F; + F 2 , + F 3 , + f 4 « f • • • • + , I 

= W ^ . - + « w (» + 1) 0 ^ | 1» (» f 1) (2,i + 1) c. w3 > 

*S>lrt<ll>lf«i ll" »Nif». ,\ ■ ••►!.; . •. i, tu?? . :i 

i( Fi-|- F 2 , + F 3t + F 4 , + .... + F m } 

= ^ + Hl + -)/?^ + J(l+-)(^+-)^ S . 

man nun in dieser Gleichung n ins Unendliche wach- 
auf beiden Seiten derselben zu den Gränzen über, 



t ; i • 




Es l*t 

(» + l) 3 =» 3 +3»*+3»+l, ■■, 

u. s. w. 
2» = 1 3 + 3.1* + 3.1 + 1; 

also, weqn npan addirt und aufhebt, was sich aufheben lässt: 

■■.;. .} . (»+1) 3 =»+1+3^+3^, 

i 

und folglich, weil bekanntlich 



i«t, 
also 



(«+.!)» = + 1) (3;/ -f 2) +3S«* , 

6S» a =2(;i + l) 3 — (»-|-l)(3«-f2) • 
= («+l){2(»+I)»-(3H+2)} 
= (« + 1) (2» a + 4* + 2 — 3» -2) 

woraus sogleich «»* 1 " 

^»» = ^i(» + l)(2»+l) i 

folgt. 



. ( rii »{« . 
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so erhält man auf der Stelle und durch* die eiitfachsten, hier kei- 
ner weiteren Erläuterung bedürfenden Schlüsse eUe Gleichung 

Lim . i \ Fi + Fti r+ F 8 ,+ F 4 f+ +F*Y 
= J« + iB«* + i6V, 

■ 

also, nach dem Obigen 

±X>=^«+1J?«* + }Ck 8 
oder ... » i I \ 

7) V=±(A* + lBa* + \Ca*) r , 

wo man immer das obere oder untere Zeichen zu nehmen hat, 
jenachdem a positiv oder negativ ist. 

Wenn jetzt o und b zwei beliebige Werth* von x sind und 
a<b ist, so wollen wir die Volumina Jer zwischen den Queer- 
schnitten F 0 Hind F., F 0 und Ft, . F. «nd F* enthaltenen Korper 
respective durch F', F" und F bezeichnen. 

Sind dann zuerst a und 6 beide positiv, so ist offenbar 

F=F"-F', 

und nach der Gleichung 7) ist 

F = ,4a + iÄi*+lCa», 



Will man die Formel 

nicht als bekannt voraussehen, so kann man auf folgende Art verfuhren. 
Et ist, wie man mittelst leichter Rechnung findet, allgemein 

»» (»+ 1) (2« + 1) — i(» - 1) »(«n — l) =«• » 



lfl(»+1)(2«+l) — K»—0*(»- 
i(/,-l)»(2*— T)-H»— 2)(« — l)(2w— 3) = (lt — 1)', 
J(«-2)(»-l)(2«- 3 )-i(»— 3)(»-2)(2n-5)=(»-2)», 
» („ - 3) (n - 2) (2/i - 5) - » (/I - 4) (II - 3) (2» - 7) = (»'- 3)« , 

U. 8. W« 

».2.3.(2.2+1)- 1.1. 2(2.1 + 1)=2«, 
J. 1.2. (2. 1+1) =i*; 

also, wenn man addirt und aufhebt, was sich aufheben lässt: 

■ 

1 * + 2* + 3* + 4 3 + .... + »* =Sto' = in (» + 1 ) (2»+l), 
wie vorher. 
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Sind ferner a und 6 beide negativ, so ist offenbar, weil der 
absolute Werth von a grösser als der absolute Werth von 6 ist, 

Ii Gleichung 7) ist.jj.J;' u ) 

F"=-J6-iZM 2 -JCY> s ; 
hW«) + iÄ(Ä*-a*) + iC(6»-a«). 




r a negativ und 6 positiv, so ist offenbar 
Gleichung ?) ist . ^ ( ; | ^ 



F= ,4 (6 - «) + IIM*— «*) + » 6W - ci 3 ). 



F= ^ (6 - a) + - «») + » C(6 3 - c, 3 ). 

Da nun unter den gemachten 'Voraussetzungen, ausser den so 
«ben betrachteten drei Fallen ein anderer Fall nicht weiter vor- 
kommen kann, so ist völlig allgemein 

8) V=A(b-«) * JÄ(6*-«*H ;C(Ä»-«>) 

^HmU* ,•..(.,.. 

9) F= (6 - a) \A + i Z? (a + 6) + 1 C(« 2 + «6 I 6») ! , 

welche Gleichungen mit den in II. gefundenen Gleichungen 5) und 
6) völlig übereinstimmen, hier aber ganz elementar bewiesen sind; 
Bod ich zweifle durchaus nicht, dass dieser Beweis wegen seiner 
Leichtigkeit und Einfachheit zur Aufnahme in die Elemente ganz 

.feeigoet ist ; ■ r , / , M . , ;) ! 

IV. 

£>* i ■ 

Die drei in der Gleichung 

F,= ^+Är+ Cr» 

/kommenden Constanten A, Ji, C kann man nun jederzeit be- 
stimmen, wenn man für drei beliebige, aber bestimmte Werthe 
l*> ß, v der Entfernung s die entsprechenden Werthe F tt , Fß f Fy 
^ies Flächeninhalts dea Queerschnitts F x kennte indem man näm- 



Die drei in <] 
"kommenden ( 
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V 

lieh zur Bestimmung der drei in Rede stehenden Constanten die 
drei folgenden Gleichungen des ersten Grades: 

( F a =A + B«+Ca*, 

... Fß^A+Bti+Cß*, ■ . . -V , .* 
F y =A+By + 

hat. Lost man aher diese drei Gleichungen nach den geiv ähn- 
lichen Regeln der Alcrehra in Bezug auf A . B, C als unbekannte 
Grossen auf, so erhält mau nach leichter Rechnung iiir A, B, C 
die folgenden Werthe: 

i __ ßr (ß -y)F* + r« (/— «) gfe i «i 3 («-ffi*V 
(«-fttf-y)(y-«) 

(ff*-?*) Fq + (y « _ c «) /fr _j_ (gI - 

; s («-«tf-r)(r-«) 
r _ (gzjftjgj ( y- + ff)* V . 

oder, wie sich hieraus leicht ergiebt: 

Ä _ ft**« ay Fß aßF 7 

in- (gtg*« («+r)*> («+ffi*y 

(«-»(«-/) (ß~«)(ß-y) (y-a)(y-ßy 



n , , F 



1 



(«-/*)(«-?) T (ß-a)(ß-y) (y-a) (y-ß)' 



Föhren wir diese Ausdrücke von A, B, C in den Ausdruck 
*.)) von V ein, so erhalten wir: 

v 

11) 



oder 



'«l ' Jl 



6 — a 

(a-ßXa-y) « fr ~ * ö» + *> («+»> + * (« 2 +<iH6*) I 

+5P^Z^I^-*(« + »(«+« + J(^+«*+Ä»)l 

F 

11*) t = 

7 o — a 

tf-j)( a -ß) 1 J* - (o +') +i < aI+ rt/,+Äl > 1 



\ 

I 
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• 

Mittelst dieser Formel lasstsic* also der Inhalt Fdes zwischen 
den beiden Queerschnitten F a und Fb enthaltenen Körpers aus den 
Kiitlernungcu a und b, und drei den ganz beliebigen Entfernun- 
gen «,ß,v entsprechenden Queerschnitten Hj Fß,> F 7 berechnen, 
natürlich immer unter der Voraussetzung, dass die Queerschnitte 
der durch die Gleichung , 

F x - A V Iii \< r 1 

«wgedriickten Bedingung entsprechen. 

Den Entfernungen «, y kann man alle ganz beliebigen 
Werth e beilegen. NVir können also z.H., um einen ganz speziel- 
len Fall der vorhergehenden allgemeinen Formel zu betrachten, 

\ /J=i(« + Ä), y = A 

setzen. Dann ist 

y — « = A — a ; 

Bfat i ul-jkt aif i-*t'*Hiiu 1 • . : i{) in -*••»« •-•Ii- • i • 

« + 0=a + i(« + 6) = i(3a + />), 

/3 + y=i(«-f A)+6 = i(« + 3//). 
und wir erhalten ohne Schwierigkeit: 

1 ßy—i(ß + y) (« + + 1 (** + + * 2 ) = A fi* - 

y« - | (y + «)(« + 6) + ! (a* + <j* + ^ =- J (A— «) 2 , 
«0 - £ (« + « (a + 6) + i (« 2 + ab f = & (b - «)•. 

h ' ' 

Fuhrt man diese Werthe in die Gleichung 11) ein, so erhalt man 

12) F=U6-a)lFa+4F Wf ^*i'i 

13) F= J (6— a) ! 2F A cHf) + i (F. + * *) I , 

nd kann die in dicscit Gleichungen enthaltenen Sätze auf folgende 
Art aussprechen : 

Wenn die Flächenräume der parallelen Queerschnitte 
eines Körpers ganze rationale algebraische Functionen 
•■> zweiten Grades ihrer gehörig als positiv oder als 
flegativ betrachteten Entfernungen von einem bestimm- 
en Punkte als Pol sind, so wird der körperliche Inhalt 
eines jeden zwischen zwei parallelen Queerschnitten als 
inen Endflächen liegenden Theils eines solchen Kör- 
pers erhalten, wenn man zu der Summe der Flächen- 
räume der beiden End flächen das Vierfache des Flächen- 




>y Google 



ranro&de* zwischen den beiden Endflächen in doi Mitte 
liegenden Queerschnitts addirt, und die Summe mit dem 
sechsten Theile der Entfernung der beiden Endflächen 
yon einander multipltcirt; 

oder: ! 

Wenn die Flächenräume der paraHelen Queerschnjtte 
eines Körpers ganze rationale algebraische Functionen 
des zweiten Grades ihrer gehurig als positiv oder als 
negativ betrachteten Entfernungen von einem bestimm- 
ten Punkte als Pol sind, so wird der körperliche Inhalt 
eines jeden zwischen zwei parallelen Queerschnitten als 
seinen Endflächen liegenden Theils eines solchen Kör- 
pers erhalten, wenn man zu dem arithmetischen Mittel 
zwischen den Flächenräumen der beiden Endflächen das 
Doppelte des Flächenraums des zwischen den beiden 
Endflächen in der Mitte liegenden Queersch nitts addirt 
und die Summe mit dem dritten Theile der Entfernung 
der beiden Endflächen von einander multiplicirt. 

Man hat aber nicht zu übersehen, dass diese Sätze, denen 
es auch noch besonders zur Empfehlung gereichen dürfte, dass 
sie sich sehr leicht dem Gedächtnisse einprägen lassen, nur ganz 
specielle Fälle des in der Formel 11) oder II ), mittelst welcher sich 
der Inhalt eines jeden solchen Körpers wie der im Vorhergehenden 
betrachteten aus drei beliebigen seiner parallelen Queerschnitte be- 
rechnen l§sst, enthaltenen allgemeinen Satzes sind. 

Die Anwendung der vorhergehenden Sätze durch Beispiele zu 
erläutern # dürfte an diesem Orte fast als überflüssig erscheinen, 
indem ein Jeder gewiss sogleich übersieht, dass die in der ele- 
mentaren Stereometrie vorkommenden und die durch Umdrehung 
der Kegelschnitte erzeugten Körper fast alle in die im Vorher- 

fehenden betrachtete Kategorie gehören. Jedoch mag darübei 
blgendes bemerkt werden." 

1. Haben wir z. B. eine Pyramide, so ist nach einem be- 
kannten stereometrischen Elementarsatze in Bezug auf die Spitze 
der Pyramide als Pol 

wo C eine Constante bezeichnet, indem nämlich bekanntlich dte 
einander parallelen Queerschnitte den Quadraten ihrer Entfernungen 
von der Spitze der Pyramide gerade proportional sind. Also hanen 
wir in diesem Falle die folgenden Gleichungen: 

'..',« \ . F.= 6a*, ' * 

V;. <: ' :: , ' . Fö=zCö^ . , : ' , 

F 4( . + »> = *C(a+6) a . 

.. W 

Alis den beiden ersten dieser Gleichungen folgt 
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F« = VTvm=r CaA ; 

und aus der dritten Gleichung ergiebt sich also 

Folglich ist N 

F. + + F, = 2<F 4 + V^TT? f F*) ; 

also nach der Formel 12): 

14) F=H6-a)(F a + V70*-fF 4 ), 

oder wenn die beiden Grundflächen und die Höhe einer sogenann- 
ten abgekürzten oder abgestumpften Pyramide respective durch 
f, f und h bezeichnet werden, der körperliche Inhalt V einer 
polchen Pyramide: 

15) F = =iÄ(/- + .V r ^ r +/'), 

welches die aus der elementaren Stereometrie bekannte Formel ist. 

Wie man von der Pyramide zum Prisma, zum Kegel und Cy- 
linder übergehen kann, ist aus den Elementen der Stereometrie 
bekannt. 

2. Für die Ellipse und Hyperbel ist bekanntlich , wenn m und 
n die beiden Halbaxen bezeichnen, die Gleichung 

, n • / 

71 ' '- " - 

wo das obere Zeichen der Ellipse, das untere der Hyperbel ent- 

3 »rieht, Weil nun für das durch Umdrehung der Ellipse oder 
vperbel um die Axe m entstandene Ellipsoid oder Hyperboloid 
offenbar 



F x = ny 1 



Ut, so gilt in diesem Falle, wenn A und C Conetanten. bezeich- 
nen, die Gleichung 



• - • . . 
i. 



Ea ist also 



folglich 



F«=^ + Ca», 
F b =A + Cb*, 
F k[a + b) = A + \C{a+b)*; 
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■ 



und daher 

4/< 4 (a+*) = a >f_ b 2 9 

also 

F« + 4F i( . +J) + F b 
(a *~b*)(F a + F») + («-f 6) g (F tf -^F t )+ ijaPFB-PFg) 

woraus sich ferner Jeicht 

F m + 4/^(o46) + Ffr 

_ (2a»-4p* + 2a6)F g - (26*-4«H2a6)F» 



* 4 



* 

oder 

F«, + 4F- «,+*) + F* 

^ (a»-26 2 ^6)F«---(6»--2c a + fl6)F» 

ergiebt. Folglich ist nach 12) 

m fa» - 26* + «6) F,- (6*~2a* -f a6) F fr 

' P 16) ~Wä+fi T T 

Nun ist aber, indem immer das obere Zeichen dein Ellipsoid, das 
untere Zeichen dem Hyperboloid entspricht : 

Fd— dt n ^2 ( m2 ~ ° a ) »' 



■ > 

! ■ 



* * " 



m 't : 

F b = ±H^p(m*-b*)t 

also nach dem Vorhergehenden 

— , 5: — . I - z— j ' . ■ . v 9 

und folglich, wie sich hieraus leicht ergiebt: 

_ nn * 3m*(tt*-6 a ) — (a*-b*)- ab(a*— b*) 

, . . ' : ; • 

1111* 



1?) F=T^ä(<t-6)t3m a -(a a +«H6 4 )l 



t> > 
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oder ^*» — ^ 

18) ^=±^(;6^i){3»i*-(a 2 + ii6 + 6»;}. 
Auch ist i- A<Jt \ 1« 

und folglich _.j f . • , : ( 

a* + a6 + 6* = U 3 (a* + 6*) - (* } , 

» ,8 ° - ' " ; . : 

19) F=±3^(Ä-o)|3m»-|(a*+4») +i(6 -a)*|. 

Setzen wir aber ' ! 1 " - 

«»=:t^(»»»-a»), 



SU igt 



I ■ - 



Wi 2 



also 

« 

d. i. 



Fs± 5P (6-.)li(»-a)«±^(«H«| 1 



20) F^±g(A-«)|(6-a)»±3^(«*+/P)}. 



Für die Kusel ist m=n zu setzen und in der vorhergehenden 
Gleichung das obere Zeichen zu nehmen; also 

-vi 4 

21) P='*(6-«)K6-a)*+3(«*+/P)), 

eine aus den Elementen der Stereometrie hinreichend bekannte 
Formel. 

3. Die Gleichung der Parabel ist bekanntlich 

■ * • i 
y % = px, 

wo p den Parameter bezeichnet; also ist für das durch Umdrehung 
der Parabel um ihre Axe entstandene Paraboloid in Bezug auf 
den Scheitel als Pol offenbar 

F x = Bx, 

*o B eine Constante bezeichnet. Daher ist 

» 

Theil X. 18 
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A ~~ a*-o a ' c — a *-b*' 

» * s 

. • « ♦ - • . i ' 4 

und daher 

4*i(a+*) = ö 2l_ hl " ' 

s 

also 

Fa + 4F 4{B+ 4) + F b 
(a*-b*)(Fa + F ft )^(q + 6)*(F tf -^F»)+4(q*F»-~o*F.) 
= q*-6* ' 

woraus sich ferner Jeicht 

F a + 4^(0+6) + F b 

_ (2a»~-46*+2q6)F a — (26*— 4«*+2q6)F» 
,~~ o 2 « — 6* 

oder 

F a + 4F 4 (a+6) + Fb 
n ( q* - 26* + fl6) *a — (& 2 - 2q fl 4- ob) F b 

ergicbf. Folglich ist nach 12) : ^ 

Nun ist aber, indem immer das obere Zeichen dein Ellipsoid, das 
untere Zeichen dem Hyperboloid entspricht : 

n 2 



also nach dem Vorhergehenden 



_ WM « ( m 2,q2) (qg^26M üb) ~ ( m g~6*)(6*-&*Hfl6) 

F== +3^ % «TS 

und folglich, wie sich hieraus leicht ergiebt: 

„ _*tn* 3m 2 (q»-&») - (a 4 -6 4 ) - a6 (q*-6*) : 

d. i. 

mi 1 



17) F=T^ ä (a-6)t3m I -(a ,t +«H6 , )l 



1 1 ' . 
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oder x 
Auch ist 

2aA=«* + 6*~(6--<tf*, 
und folglich :J , ,. ; ,. : 

a*+ fl 6 + 6* = i (3(a* + 6*)-(6--<,)«}, 

also 



.1. 



19) ^=±fi?(*-«)l** Ä -K^+* , ) + *(*-«) 1 l- 



Setzen wir aber 



t,:' 



« 2 



^=+^(m»-Ä*): 
so ist 



s « - 



a* + 6*=2m*T-^ («* + /**), 



also 



d. i. 



20) F=±g(6-a){(6-o)»±3^(«« + /P)t. 

Für die Kugel ist m=n zu setzen und in der vorhergehenden 
Gleichung das obere Zeichen zu nehmen; also 

21) F=l*{b--a)[(b-ay*+a(*+F)}, 

eine aus den Elementen der Stereometrie hinreichend bekannte 
Formel. 

3. Die Gleichung der Parabel ist bekanntlich 

wo p den Parameter bezeichnet; also ist für das durch Umdrehung 
der Parabel um ihre Axe entstandene Paraboloid in Bezug auf 
den Scheitel als Pol offenbar 

F x = Bx, 

4 

wo B eine Constante bezeichnet. Daher ist 

Theil X. 18 
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F a =: ßa , 



^(„+„ = 1^(0+4); 

I 

und folglich 

Fa + 4*W») + *» =± 3B(« + 6). 
Also ist nach 12) 1 

Für » Ä (6 — o) (6 + a) = \B «*). 
Nun ist aber nach dem Obigen 

also B = np, und folglich 

22) F-^(^~« 2 ). 

Setzt man 



• ■ < • 



so ist 



a+6=i(«s+/* 2 ), 



und folglich nach dem Vorhergehenden offenbar auch 

23) F=M6-a)(«* + 0*), ' 

wo 6 — a die Höhe des parabolischen Körpers von dem Inhalte Fist. 

4. Uebrigens scheint mir hier der schicklichste Ort zu sein, 
zu bemerken, dass, wenn die QueerschnitU eines Körpers wie im 
vorhergehenden Beispiele bei dem Paraboloid bloss ganze ratio- 
nale algebraische Functionen des ersten Grades ihrer Entfernungen 
von einem gewissen Pole sind, so dass im Allgemeinen , 

ist, dann schon zwei Qiieerschnitte im Allgemeinen zur Inhaltsbe- 
stimmung hinreichen» Auf ganz ähnliebe Art wie oben , unter An- 
wendung ganz analoger Bezeichnungen, erhält man nämlich in die- 
sem Falle , ; ? . / ; 

24) F=(Ä-«)M+iÄ(a + 6)l. 

Für zwei den Entfernungen et, ß entsprechende Queerschnitte 
Ftti 'jP/i' ha* man aber die Gleichungen 

Fa = A+M*\ ■> b ; - ' ' 

aus denen sich sogleich , , 
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ßF a txFfl ■ 



VI l ( i 



ergiebt. Folglich ist nach 24) i 



. « * ♦ » 



1 * 



Setzt man <xs=a, 0=6; so ist 

«-i(« + W=-i(A~fl); 

folglich nach 25): 

06) Par^-oXft + l^). 

Dass bei dem Paraboloid diese Formel aüT der Stelle zu dem 
\usdrucke 23) führt, fallt sogleich tn die Augen. 

Wären die Queerschnitte constaute Grössen, und folglich im 
Allgemeinen 

F X =A, 

io weiss man aus der Lehre vom Prisma, dass schon einQueer* 
»cbnitt zur Inhaltsbestimmung hinreicht, indem das Product des- 
selben in die Höhe des Körpers bekanntlich dessen Inhalt giebt, 

5. Die einander entsprechenden Winkel aller parallelen 
Queerschnitte eines Obelisken *) sind offenbar sämmtlich einander 
deich, und die Winkel der einzelnen Queerschnitte können daher 
jeden Obelisken als constante Grössen betrachtet werden 

Sei nun x die Entfernung eines Queerschnitte Fx des Obelis- 
ken von derjenigen seiner beiden Endflächen, welche die kleineren 
leiten hat, und: h sei die Höhe des Obelisken. Ferner seien m' 
rad m" zwei einander parallele Seiten der beiden Endflächen des 
Obelisken, so dass m' <m" ist, und m sei die denselben parallele 
Seite des Queerschnitts F x ; so erhellet mittelst einer sehr ein- 
aoben geometrischen Betrachtung auf der Stelle die , Richtigkeit 
ler Proportion 

m" — m' : m — m' — h: x, 
ms welcher ferner sogleich 

. • ;.•>'.■.'• 

m" - m' 



m = m' + 



*) Archir. Tbl. IX. S. 83. 



18 
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folgt Weil nun A, wi', m" für jeden Obelisken als constante Gros 
sen zu betrachten sind, so ist ro, und eben so natürlich auch 
jede andere Seite des Queerschnitts F x , eine ganze rationale alge- 
braische Function des ersten . Grades von x. Aus der bekannten 
allgemeinen porygonometrischen Formel für den Inhalt jeder ge- 
radlinigen Figur geht aber hervor, dass der Flächeninhalt F x alle 
Seiten der entsprechenden Figur nur In der zweiten Dimension 
enthält, d. h. bloss von den Producten dieser Seiten, zu je zweien 
mit einander verbunden, abhängt, wobei man die schon vorher 
gemachte Bemerkung, dass hier die Winkel der Figur als con- 
stante Grossen zu betrachten sind, nicht zu übersehen hat. Hält 
man dies mit dem Obigen zusammen, so ergiebt sich auf ganz un- 
zweideutige Weise, dass im vorliegenden Falle F x eine ganze 
rationale algebraische Function des zweiten Grades von x ist *), 
und dass folglich der in IV. bewiesene allgemeine Satz auch auf 
Obelisken Anwendung findet. 

Sind also F, F, F» respective die JjJjJJ^ Endfläche, der 

mittlere Queerschnitt, die ü?!ti e Endfläche eines Obelisken, h seine 

onere 

Hohe, und wie gewöhnlich V sein körperlicher Inhalt; so ist 
nach 12): 

• • »f.i.,,, ... ■ 

■ " " . ' . .. .. ,.•••!> im! i - «. . : 

27) F=:A(F+4F' + F"), 

welche Formel ich för die bequemste zur Inhaltsbestimmung eines 
Obelisken in der Praxis halte, und mich daher bei der Ableitung 
des im Archiv. Tbl. IX. S. 85. von mir bewiesenen Köppe'schen 
Ausdrucks (Vir den körperlichen Inhalt des Obelisken aus dersel- 
ben jetzt nicht aufhalten will. 

Ueberhaupt werden die vorhergehenden Beispiele schon hin 
reichend sein , um die grosse Fruchtbarkeit' des in IV. bewiesenen 
allgemeinen Satzes bei der Inhaltsbestimmung der 'Korper zu zei- 

fen. Man kann diesen Satz auch bei der Bestimmung des Inhalts 
er Fässer und anderer Körper mit Vortheil in Anwendung brin- 
gen, was weiter zu entwickeln mich jedoch für jetzt zu selir von 
meinem' eigentlichen Zwecke abführen würde, und auch fiiglich 
dem eignen Nachdenken des Lesers (iberlassen werden kann« 



VI. 



Es erhellet leicht, dass sich die vorhergehenden Betracbrun- 

§en verallgemeinern lassen. Nimmt man nämlich, um noch einen 
chritt weiter zu gehen, an, dass die Queerschnitte eines Körpers 
ganze rationale algebraische Functionen des dritten Grades ihrer 
Entfernungen von einem gewissen bestimmten Punkte als Pol 
seien, und setzt demzufolge im Allgemeinen 



*) Einer ganz ähnlichen Betrachtung hat sich auch Brix a. a« O. 
S. 137. und S. 138. bedient, nnd das unmittelbar Vorhergehende ist im 
Wesentlichen gnnz von ihm entlehnt, nur etwas allgemeiner gehalten. 
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f 

28; F x =4A + Bx+<h;*+Dx* 

so gelangt man durch ganz ähnliche Betrachtungen wie oben und 
mit Anwendung analoger Bezeichnungen leicht zu der Gleichung 

♦ * 

29) A (k-a) + kB (6»-a*) + ] C(b*-a*) + \D(b<-«*) 

oder 

30) F= 

(6-ö) { ^ + \B(a+b) + \C(aHab+V l ) + ;l>(a a +aty+«6H6*) }. 
Die vier in der Gleichung 

enthaltenen Constanten A , B t C, J) kann man aber aus vier den 
gegebenen Entfernungen «, ß, y, 5 vom Pole entsprechenden 
Qu e ersehn itten /V JFy, /V bestimmen, indem man zwischen 
den vier in Rede stehenden Constanten, wenn vier solcher Queer- 
schnitte als gegeben betrachtet werden, die vier folgenden Glei- 
chungen hat: v 

F a = A + Ba + C« a +Z>a 3 , 

Fp=:A + Bß+CjP+Dß* f 

F y = A + By + Cf + Df, 

Fj^A + BS+OP+DP. 

Um diese vier Gleichungen in Bezug auf A, B, C, I) als un- 
bekannte Grossen aufzulösen, eliminire man zuerst A. Dadurch 
erhalt man 

B(a-ß)+ C(««— |P) + D(a*—ß*) = F a -F ß , 

B(y—8) + C(y 4 — d 4 ) + Dif—i*) = F y — Fr, 

also, wenn man diese Gleichungen nach der Reihe nutet — ß, 
ß — y, y — d dividirt: 



a 






-F r 


f 


-r 




-F, 



— y-i 
Eliminirt man jetzt ferner B, so erhält man 

C(a-y)+D{a*-y*+ß(a- Y )\ 

— y) «) + (« -ß) F Y 

(«-V)0-y> 
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also, wenn man diese Gleichungen mit a — y, /? — ä dividirt: 

_ F« , Fy 



~ (a-y) tf-a) tf-y) (y-a) (y-fl ' 

C+/>(*+r+*) 

_ *V . , Fi 

~ 0-y) iß-Q + (y-^(y-Ä) + (<*-,') (d-y) ' 



■ i 

H^limipirt man nun endlich C, so ergieht sieb 

F« 



* +7 
+ 



(<*-l*)(«-yX«-d) 



5 v-w-i)v~*> 

Fy 



(y^X^-My-*) 



F rf 



(d-«)(d-»(d-y) - 



* r 



Fuhrt man "diesen Ausdruck von Z> in die eine der beiden 
Gleichunsen ein, welche bloss die Unbekaonten C, D enthalten, 
so ergiebt sich mittelst leiehter Rechnung für C der folgende 
Ausdruck: 



(«— /J)(o-y)(o-5) 
(« + y+6)F /3 

(a + ß+S)F y 

(y— «)(y- 



Führt man nun die beiden vorhergehenden Ausdrucke von C, D 
in eine der drei nur die Unbekannten B, C, D enthaltenden Glei* 
chungen ein, so ergiebt sich för B leicht die folgende Formel: 
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m 

(fjy+yd+Sß) F a 



(ay+yd+da ) Fp 
(aß+ß$+6*)F v 

* (r-«)(y-fl<y-*) 



■ ■ ■ 



Fuhrt man endlich die gefundenen Ausdrucke von B, C, D 
d eine der vier die Unbekannten A y B, C, D enthaltenden Glei- 
thungen ein, so erhält man ohne Schwierigkeit Air A den folgen- 
de Ausdruck : 

_ ßy öFg 

. A - (a~ft(a-.y)(«-^) 

*ySF$ 

ttßdF y 

*fiyF,t 

0-«)(*-Ä(*-y>" 

Fuhrt man nun die gefundenen Ausdrücke der vier Constan- 
ro A, B, C, D in die Gleichung -27) ein , so erhält man für 

V 

eo folgenden Ausdruck: 



31) 



V F< 



— a 



<_,)(.-«) Ufr« - ICfr + 7*+*0(- + « 

+ i («+y+o*)(aH<iH6 a ) 

» • 



Für «, ß, y, 6 lassen sich in dieser allgemeinen Formel alte 
möglichen Werthe setzen. Setzt man nun aber 

i 

ß=a + \{b-a)r=z\($a + b). 
y=« + l(6-«>=l(«+2«, 
ö=b; 

so erhält man nach leichter Rechnung: 



/ 



I ' '« 



= -.. , o(^') S , 



ay$ — i(cty-\-yS-{-da)(/t-\-b) 
+ i (a+y+(5)(«HflO+^) 

— I(fl s f fl*6 + a6*+£ 3 ) 

a/fd* — \(aß+ßö + ö«) (« + 6) 

— i(fl 8 + « 2 A + ö6 a +&5) 

*ßy - 4 + ßy + y«) (« + 
+ U«+/Hy)(«H«H« B > 

-J(« s + a 2 6 + a6 2 + & 3 ) 
Weil nun ferner, wie man ebenfalls leicht findet, 

f«-fl(«-y)(«-*=-5(^*i- 

(ß-«)(ß-y)(ß-S)= 

(y- «) (y - fl (y- *) =- A (o-") s , 

ist; so ist nach 28): 

1 32) r==|(6— «)(Fa+3F M2 . + *)+3F 4 (« + 2*) + F 4 }. 

* • * ' * * 

Diese Betrachtungen noch weiter fortzufuhren und noch mehr 
zu verallgemeinern, liegt jetzt nicht in meiner Absicht, indem ich 
mich in dieser Abhandlung vorzugsweise in dem Bereiche elemen- 
tarer Betrachtungen halten, und das Obige zur Einführung in den 
Elementar- Unterricht und in die Elementar -Lehrbücher empfehlen 
wollte. ; Ich' werde jedoch' vielleicht späterhin in grosserer Allge- 
meinheit auf diesen Gegenstand zurückkommen. 



VII. 

• » 

Wenn man einen Körper hat, bei welchem man sich zu der 
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Annahme berechtigt haiton darf, dass wenigstens in Welten Inter- 
vallen seine parallelen Qneerschnitte in Beziehung auf einen gewis- 
sen Pol annähernd der Bedingung 

F S = A + Bx + Ca? 

genügen» und der körperliche Inhalt P eines zwischen zwei gewis- 
sen parallelen Querschnitten liegenden Theils desselben ermittelt 
werden' soll; so theile man die Hohe Ii dieses Theils', wenn n 
eine beliebige positive ganze Zahl bezeichnet, in 2* gleiche Theile, 
und bestimme die Flächenräume 

^1» Ft> ^s» jr? 4>«—jr ? an 

der allen einzelnen Th eilpunkten der Höhe entsprechenden Qneer- 
schnitte; so ist nach 12) wenigstens näherungsweise und mit 1 1 

grösserer Genauigkeit, je grosser n ist: 

*■»»'*,»< - ... . 

+ ;.2^(F 4 + 4F 4 + F 4 ) 

+ 12^(^+4/^ + ^) 
u. s. w. 

k 

-f i . 2g + 4F 2 «_ t + F 2 „) , 



also 



33) V= 



; .£(^+4^+2^+4^+2^+4^ 

Diese Näherungsformel zur Bestimmung der körperlichen Räume 
ist zuerst von dem schwedischen Vice-Admiral Cnapman in sei- 
nem Werke fiber die Schiffshaukunst: Traite* de la construction 
des vaisseaux, traduit du Suedois de M. Chapman par 
Vial de Clairbois. Brest. 1781. gegeben worden, und später- 
hin in mehrere andere Werke, namentlich über praktische Mecha- 
nik und Maschinenlehre, wo sie hauptsächlich in der Lehre vom 
Schwerpunkte zur Anwendung kommt, übergegangen. Die theo- 
retische Bedingung, welche noth wendig erfüllt sein muss, wenn 
diese Formel mit Genauigkeit anwendbar sein soll, habe ich im 
Vorhergehenden mit möglichster Deutlichkeit und Bestimmtheit 
hervorzuheben gesucht. Wenn nun aber diese Formel^ wie die 
Erfahrung gelehrt hat, in der That in den meisten Fällen zu sehr 
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genauen Resultaten führt, so kann nach meiner Awsicht der 4*rand 
nur darin liegen, data die Bedingung 

•J !.{..! ■ ! . ii • 
F X =A+Bx+Cx*, 

wie aus dem Obigen erhellet, für die gerade Linie, den Kreis, 
überhaupt alle drei Kegelschnitte völlig genau erfüllt ist, und dass 
also 4ie Foimel van Chapman eigentlich alte die an eben ge- 
nannten , in der Natur bekanntlich überhaupt sehr häufig hervor» 
tretenden Curven, und vielleicht noch mehrere andere, unter sich 
begreift; dieselbe muss also, wenn die Oberfläche eines Körpers 
wenigstens in kleinen Intervallen annähernd überhaupt nach einer 
dieser Curven gekrümmt ist/ nothwendig immer zu sehr genauen 
Resultaten führen, und scheint also die Aufmerksamkeit, welche 
ihr namentlich von praktischen Schriftstellern vielfach geschenkt 
worden ist, hr der That vollkommen zu vertieften. 

In dem Falle, wenn für kleine Intervalle näherungsweise 

gesetzt werden könnte, müsste man, auf ähnliche Art wie vorher 
in 4 2?i, jetzt die Höhe k des Körpers in n gleiche Theile theilen, 
und hätte dann nach 20) näherungsweise, und zwar desto genauer, 
je grösser n angenommen würde, 

♦ 

+ i£(*i + F i> ) 
+ 4 £(F 8 + F 4 ) 

I 

. . U « 8 « W * ... 

Ii 



I \ ,M '. 

! • l * l. 1 



W) V= i * (F„ +'JF 1 + 2F, + 2F, +.... + 2F_ + F.) , 

f * I 1J * r 1 t t 

werch* Formel aus, nacfo den vorher gemachten Bemerkungen leicht 
begreiflichen Gründen im Ali gerne in en jedoch nicht so genaue Re- 
sultate wie die Formel 33) gewähren kann. 
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VIII. 

Dürfte man sich zu der Annahme berechtigt halten, dass die 
einander parallelen Queerschnitte eines Körpers wenigstens nähe- 
rangsweise in kleinen Intervallen der Bedingung 

F, = 4 + Ä*+G* + Ar* 

genügten, •<* .würde inatu unter Anwendung ganz ähcüichcr Bezeich- 
nungen wie vörhiör, die Hohe h in 3n gleiche Thefle tneileri, YEnll 
erhielte dann nach 29), mihefnngswei.se und mit desto gross 

Genauigkeit, je grösser n ist, für V den folgenden Ausdruck: 

+ i.3^(F t +3F 4 +3/, + F,) 
+ i.3^(i;+3*VI-3f'i»+/'»*) 

i 

IL. S. W. 

"t " ' ^3n^ an "" 3 + ^ 3n ~ 2 +3Fa«— i -f- F 3»), 
»Iso, wie hieraus leicht folgt: 

35) 1^0+3^+3^+2^ 



+3F 4 +3F 4 +>F 6 
-f 3F r + 3F 8 -f¥F„ 
+ 3F 10 +3F U +2F 12 

U. 8. W. 

+3F >M _5+3F 3 „-4+2F 3 «- 3 

+ 3F 3B «_2+3F»fi-i + F n 



# 

Dass auch diese Näherungsformeln einer Verallgemeinerung 
^hig sein würden, bedarf nacfi dem Vorhergehenden kaum noch 
einer besondern Erinnerung. 
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• * 

Vollständige independente Auflösung 
der n Gleichungen des ersten Grades 

Ay -f + ^3«,* + A 4 a t 3 + .... -f Ancti*- 1 = a x , 

Ai + ^2«* + 4,«2* + ^4«2 8 + • - + An<X z *+ l = fl a , 
4 + ^2«3 + ^3«3 2 + ^4 a 3 8 + •••• + Aof 3 n - 1 = 0 3 , 

A t + ^ a a 4 + 4,« 4 *-M 4 cr 4 8 + .... -f 'An*?- 1 = a 4 , 

U. 8. W. 

A x + Atftn + ^ 3 «n 2 f ^ 4 «n 8 + ..•• + Anttn"- 1 = Ct« 

zwischen den n unbekannten Grössen 

^1 > ^2» 4| > Ai,.., »An! 

nebst einigen merkwürdigen arithme- 
tischen Sätzen. 

Von 

dem Herausgeber. 



1 

« 

Wir wollen in der Kürze 

f 

( a l -«2)(«1— «9)(«1 — «4)(«t -«6> ...(«l~On) 

+ - s£ J 

T (ft2— «l)(«2— « 3 )(«2— a 4 )(02-«5)—(«2-«») 

; (| 



a 4 ^ 



■ 

(«4— «l)(«4-«2)(«4— « 3 )(«4-«ö)-( a 4-«») 
11. S. W. 




(«fl— «2)(«»— «s)(«»— «4)—( a »— «»-l)' 
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und also in analoger Bezeichnung, wenn in der vorhergehenden 
Gleichung n — 1 für n gesetzt wird, 



er,." 



(fl— 1)= — . 

■ ^ 

(«8-«lX«*— «3)(««-:«4)(«2— «6)-— (O*— «§-l) 

+ S£ 

(«3— «4)(«8-«*) — («S-«b-l) 

. jtf, 

(a 4 — «! )(a 4 -a 2 )(cr 4 -«3)(a 4 — cr 6 ).... («4—«»-!) 



U. 8. W. 



(a«-i — «i) (a«-i— flfe)(ff»-i — « 3 )(««-i— «4)— («»»-1—«»-*) 

» ■ - 

setzen. 

Addirt man, um eine Relation zwischen den im Allgemeinen 

durch (n) bezeichneten Grossen zu finden, die beiden vorhergehen- 
den Gleichungen zu eiuander , so erhält man mittelst leichter Rech- 
nung : 

fi n 
(«-!) + («) 



(«1 -«l) («1 («1 — «4) («1 - «6> («1 — «») 



+ 
+ 



(«a— **)(«*-«»)•.•• («»—«») 
(«3- «1 ) («3— «a) («3 —«4) ( a 3~ «ö) •• • • («3 — «») 



(«4— «1 ) («4-«a) («4— «3) («4~«ö) («4-«») 



u. s. w. 

. t 



^ («B-i— -Ofa)( a «-l — «»)•••• (««-1— — «») 



(0f„— «! ) (<*« — «2) (cr„ — «3) (Cf„ — «4) («„ — «n-i) 

Weil man nun aber 

*P=a a ''+ 1 + «tP (!-«„) 

^Uen kann, so lässt sich die vorhergehende Gleichung auf den 
folgenden Ausdruck bringen: 
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(«-i)+6> 



- 



= : ^ii 

(«1 «4)(«l-«ö) •••• («1-«») 

, «£±1 

(«i— «i) («t -«s) («a-«4) - (<*«-<*•) 

+ 

(a 3 — «,) («3—02) (o 3 — « 4 ) (a 3 — a 6 )....(cr 3 — «») 

u. 8. w. 

♦ 

ß^+ l 

(<*»— «aX«»— «3) («»—«4).. ..(«»— «n-i) 

. ^ c^(l-a«) ^ ! 



+ 



« • ■ 



J t.« 



(«1— <**) («1— «3)(«i -«4) («1— «») 
gy u (i— ««) ... 

T (*«- a t) («n-«a) («s—«4> C«a -«»)-. («a-««) 

, « 3 a* (1 - Un ) 

(«3 — «a)(«3— «4) (»3— «5) •••• («3— a ») 

II. 8. W. 

also in der eingeführten Bezeichnung 

(«-l) + („)=(») + (l-c).(»), 
woraus sich auf der Stelle die Relation 

(w) = («-l)+«ta.(«) 

ergiebt. 

Zerlegt man jetzt den Bruch 

, [ ' 

(«1 - <h) («1 - «3) («i — «4) («1 — «0) •••• («i ~ «») 

nach einer aus der Theorie der Zerlegung der gebrochenen 
nalen algebraischen Functionen in sogenannte einfache Brüche oder 
' Partialbrüche sehr bekannten Regel *) in Partialbrüche, so erhält 
man ohne Schwierigkeit: 



')'i}f. s. h. B. meinen Leitfaden für den ersten Unterricht 
in der höhern Analysis. Leipzig. 1838. & 151. *. 
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■ 

1_ 

(«l -«a) («i— «a) («i— «4) («i— aö)--(«i— «») 

1_ _____ 

(«i — «2)(«a— «3)(«2— «4) (««— «ft) («»—«») 

■ 1 

(«l-« 3 )(«3 ! — «i)(«S--«4) («3 -«6> • («3 



(er, — «4)(«4— «2)(of4— « 3 )(«4 — cc 5 ) .... (a 4 — a n ) 

11. 8. W. 

. , 1 

(oi-an)(«n'-«a)(« I i-c%)(cf B -«J...(a l ,^a„_ 1 ) 



0 = 

+ 
+ 

+ 



1 




-«3)(«l-«4)(«l-«5) 
1 


.... («| — 


•a n ) 




I 


■a n ) 


(«3-«l)(«3- 


-«a) («3-^4) («3— «5) 

* 

1 


....(a 8 - 


-a n ) 



+ 



(«4— «1) («4-«i) (<*t-«a) («4—«») •• •• («4—0«) 

U. 8. W. 

1 



* t 



(a n — a, ) (« n — — a z ) (a n —«4). . ..(a n — o n _, 
folglich ist 

00 = 0. 

Weil nun 

* * * 

«1 , «a __ («1— «2 ) ( «a— j 
ist, so erhält man mittelst der Gleichungen 



leicht uach und nach: 
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n 

m 


= 0,' 




r '. 


(2) 


= 1; 

■ 

I 


o 

: (3) 


= 0, 


(3) 


= (2) + aa.(3)=0, 


1 

(3) 


= (2) + « 3 .(3) = l; 


o 

(4) 


* • • • 

= 0, 




= (3) + « 4 .(4)=0, 


(h 


= (3)-f« 4 .(4)=0, 


(b 


= (;!) + a 4 .(4)=l; 


n 

(5) 


= 0, 

* 1 


(5) 


= Ä+« Ä .(5)=0, 


■ 


j //Ii V _|_ ,v 0 

— v 4 ;+ a d* W — u » 


Ä 


= (4) + «,.(5)=0, 


(5) 


= (!) + «,. (5)=1; 




U. 8. W. 



Das Gesetz des Fortschritts liegt hier deutlich vor Augen 
und wir gelangen daher durch diese Betrachtung zu dem allgemei- 
nen Resultate, dass 



für fi<7i — 1, dagegen 



(w) = 0 



(*) = 1 



Im*}/ 



für ft =7i — 1 , so dass also immer 

n— 1 

(n) = l 

ist. 

Setzt man / 
«t=lj öa=2, «s=s3, «4—4,....««=«; 
so ist überhaupt 



« 
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* 

af*i • 

(ak - a t ) (ctk — aj).... («* — «*_,) (<# — <** +1 ) .... (<**—«„) 

= (Ar — 1) (£ — 2).... 1 . — 1 . — 2 . -3....-(«-Jfc) 

(— t)— : 
"~ 1.2.3.4....(A — l).1.2.3.4....(n — £) 
_ (— 1)—* .(»-!)(»- 2) .... (w - k + 1) 
~" 1.2.3.4....(£— 1).1.2.3.4....(»-1) 

— 1.2.3.4....(n-l) ' 
Also ist in diesem Falle, wie mau leicht findet: 

1 . 2. 3.... (n ~ 1) . (£) = (- 1)«-* . 1+ (- 1)«-» . (* - 1), . 2" 

+ (^l)»-Mn-l) a .3" 

-K-i)- 4 .(«-l) 8 .*' 

+ ( -l)»-*.(n-l) 4 ,^ 
+ 



oder 



(- l)"- 1 . 1 . 2 . 3 .... (n— 1) . (w) 



»»>., 



- l/i ( n _ l) t . 2" + (« - J ) 2 . 3" — (* — 1) 3 • 4^ + (> i - 1 h . 5* - 

woraus sich, in Verbindung mit dem Vorhergehendem, unmittelbar 
eio bekannter merkwürdiger, auch för die Zahlenlehre wichtiger, 
arithmetischer Satz ergieut, der gewöhnlich, und allerdings auch 
am leichtesten, mit Hülfe der Diflferenzenrechnung bewiesen wird, 
hier aber, als hinreichend bekannt, jetzt nicht weiter erörtert wer- 
den soll. 

Man hätte vorher auch 

« r =«, a£=n — 1, a s = n — 2, ....,<*«= 1 

setzen können. 

Wenn man in der vorher gefundenen Gleichung 

(w) = (n— l)-f On. (n) 

* 

n-l für fi, also n för ft -f- 1 setzt, so wird dieselbe 

n n— 1 n— l 

(w)=(n— l) + o«.(w), 
and folglich, weil nach dem Obigen 

ist: 

Theil X. 1» 
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(fl) = (n — t) -f «fn. 

Durch successive Anwendung dieser Gleichung erhält man leicht 

n ♦ • • " • 1 - V.!- 
(«) = (2) + cij -f 014 + a 5 + ....+ ««. 

Nun ist aber 

* ' o^ — a a «a — ^""«a 

Also ist 

n 

(«)=«1 +a a + « 3 + Cf 4 + .... + ««, 

r. '* i ■ l 

was mir auch eine bemerkenswertbe Relation zu sein scheint. 

- . 1 » * • • • - • 
; '-sJ 11 II. 

Die mte Klasse der Kombinationen ohne Wiederholungen för 
die Elemente 

a x , «;., «u, «r, 

.... 

wollen wir im Folgenden der Kürze wegen durch 

... : u) j i Ai(af,i,f*>v.,.*..) j .... ■ 

beqeiebnen, und wollen, dies vorausgesetzt, überhaupt; 

. :t- . ' "... ■ . .{ • 



(«i-«a) («i T«*) («i -«4K«i-tfft)....(«i -«») 

AT (l,3,4,5 > ....,n).a a ^ i 

(of 2 -«i) («a— «3) («a~«4) («a-«*) («a~ ««) 

Ä(l,2,4,5,....,M).0f3^ 



(« 3 — cfi) (a 3 — oa) («3— cf4)(or 3 — of 6 )....(c3^ — «r«) 

< . . < - • _ _ - _ „ ii.» 
#(1,2,3, 5, ....,»). «4/* 



(«4— *i) (K 4 — Oj) (« 4 — a 3 ) (of 4 — a 5 ) .... (a 4 — a„) 
u. s. w. 



m 



+ ff(l,2,3,4,....,7!-l).<w 

setzen. Ist nun 

t •*!♦ •.« .> 

ffl 

Ä^I/2,3,....,/:— l,£ + I,....,w.-*l,M).tt^ 
(<** <*a) .... (<**— cr*-^«*— aj^-i).... («*—«») 
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eio allgemeines Glied dieser Reihe, so kann man dasselbe unbe- 
schadet seines Werths ha Zähler nnd im Nenner mit «jt — 
raaltipliciren, und erhart dann als Zahler 

Jf(l,2,3,....iAr--l,Ä + l,....,M--l,n).«f^+ I 

m 

— £(1,2,3, k— 1, Ä-f-1,...., w — 1, n).ak u «nit, 

und als Nenner 

(«*— «iKoir— «^....(a*-*^, )(<**—- aHl)--'-(«*-«»)(«*--««-li)- 
Den Zähler aber kann man auf folgende Art umformen : 



m 



£(1,2, 3,...., Ar—« I , k -f-'l, w — ljtt) 
(l,2 t 3,. r ...A>— l,A f-l, ....,»— l,n).««fi 

m 

£(1,2,3,....,*— 1, Ar + 1, ....,»— l,n) 
+ iC l (l,2,3,....,A-l,A+l,....,n— l,n).a* 



$o dass also dieser Zähler, weil nach einem sehr bekannten Satze 
der Kombinationslehre 



£(1,2,3,....,/;- 1, A + l,~..,?t — l,w) 
-f £ (1,2,3,....,A:— \,k + \, l,«).««^! 
= £(t,2,3,....,A: — 1, Ar + 1,...., n,w-f 1) 

jnd 

£(1,2,3,....,/: — 1, A*+l,....,n — l,n) 

-f (1,2,3, ....,A — 1, Ar-f-l,....,w — l,w).a* 

— £(1,2,3,4, .... ,w) 
st, sich auf die folgende Form bringen las st : 

m 

£(1,2,3,....,A-1, Ar+l,....,n,tt + l).ff*«+* 
- £(1 , 2, 3, 4, .... , n) . aic» ctn+t . 

Wenden wir nun diese Transformation auf die oben durch 

(«) 

Zeichnete Grosse an, und zerlegen zugleich ieden einzelnen 
pmch nach Maassgabe der beiden seinen Zähler bildenden Theile 
* iwei Theile, so erhalten wir ohne alle Schwierigkeit 

19* 
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5(1,3,4,5,....,»» + 1).«^+* 

(«a— «i) («a— «sX^a— «4> («a— «&) •••• («2— ««+1 ) 
5(1, 2,4,5 ,. ... ,w + l). 

(«8— «l) («3— «*) («3— «4> («3— «ö) ••• («3— 

5(1,2, 3,5, .... , w-fl).« 4 P+i 

(«4— «l) («4~«2) («4-^*3) («4-^ft) («4— «" + *) 

- - * ■ « ■ • 

U. 8. W. 

5(1, 2,3,4, ....,n~ l,n + l).'.v+f 



(«„— «i)(««r— «^(«n— « 3 )....(«ir— «»_!) (a« — 

Tti 

K(l, 2,3,4, ....,»). a^ctn+j 

(«i~«a) «3) «4) («1— «5) («1-^+1) 

5(1,2,3,4.,.. ,7 0.«^«,^ 

(«a— «1) («a— «3) («a~«4) («a— <*») — («a—«»fi> 



m 



AT (1 , 2 , 3 , 4 , .... , n) . « 3 a* «n+i 



(«3^«i) («3— «a) («3— «4) («3 -«5) («3— «"+1) 

m 

K(i ,2,3,4,.... , m) . « 4 M an+i ■ 



• ■ 
■ 



(«4— «l) («4— «a) W-^s) («4— «6> •••• («4 ^ «*fl) 

u. s. w. 

m 

Fögt man aber dieser Reihe noch die verschwindende Grosse 

A^l,2,3 ,4,....,n).tt Ml /'H 

(a„ +1 ~c I )(« B+I ^ 2 )(« n+1 --a3)(c( B+1 --« 4 )....(a II ^ j— «„) 

m 

X(l, 2, 3,4,. ...,»). •?»+•/' «n-ti 



(«n+i— «i)(ßn+i— «2)(««+i— «3)(«»+l— «4)— (««+1— «n) 



hei, so erhält man in den oben eingeführten Zeichen auf clor 
Stelle die sehr bcmerkenswerthe Relation: 

m t ß m,/u4-i m u 

(») = (n f l) - * n+1 AT (1 , 2 , 3 , 4 , .... , n) . (* -f 1) , 

oder 
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» 

m,ju-f-i m, u m ,« 

(n+ 1)= (ti) + Ä-(l y % 3 ,4, .... , »). (w + 1) , 
oder k v 

o„ +1 AC(l,2,3,4,....,M).(n+l)=(w + l)-(n), 

: . . . . " 

wobei man auch noch bemerken , kann , dass diese Gleichungen 
noch etwas mehr Symmetrie erhalten, wenn man, was offenbar in 

gewisser Weise verstattet ist, (n -f 1) für (w -f 1) schreibt. 
Wenn man in der Reihe 



M *(2,3,4,5,...., n) 

W " («l-"^)(«l--«3)(«l--«4)(«l---«5)»«(«l-«») 

TB 

/f (1,3, 4, 5,. ...,7t) 

(«a~«i)(«a— %)(«2~«4) («a-^ 6 ) •••• («2~«n) 
m 

^(1,2,4,5.,. . .. , w) 

^ («8 — «l)(«3— «2)(«3— «4)(«3--«6)- - («3—««) 
m 

A (1,2. 3, 5,. ...,7t) 

+ («4-«l)(«4— «a)( a 4~ a 3)(«4— «ö)-.(«4-«n) 

u. s. w. 



m 



K(\, 2,3,4, ....,7*^1) 

(««— «i)(«n—-« 2 )(cfii— «3)(a B — «4).... («f n — an-i) 

den ersten Bruch auf bekannte Weise in Partialbrüche *) zerlegt, 
so erhält man ohne Schwierigkeit: 

m,0 
i (») 

Jg(l,3,4,5,....,7t)^ff(2,3,4,5,....;n) 
~~ (aa— ^X^— 03X02— a 4 ) (er* — .... (« a — o«) 

ff(l, 2,4,5,...., 7t) — jt(2,3,4,5,....,n) 

+ («3—«!) (<% — Cfc) («3— « 4 ) (tf s — « 6 ) .... (Oj— «n) 

Ä][l,2,3,5,....,w)-Ä:(2,3,4,5,....,n) 

1 



U. 8. W. 

£(1,2,3,4, — £(2,3,4,5, ....,7t) 

(««— «^)(ßtt — «a)(«n— «3)(Ob— «4) ••.•(«» — «n-i)' 



NVeil nun aber nach dem schon vorher angewandten Satze der 
Kombinationslehre 



1 * 

*) Man vergleiche I. 
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m m 

K{\ ,3,4,5, .... , n) — K(2 ,3,4,5,....,») 

1 m m— l 

= K(3, 4 ,5 , n) -f #(3, 4 , 5 , .... , ») 

— #(3, 4, 5,. ...,») — «^(3,4,5, w) 

m— J 

=(«!-«,) ff(3,4,5,. ...,»), 
Ä(l,2,4,5,....,«) — £(2,3,4,5,....,») 

m m— I 

= ff(2,4,5 ,») + «^(2, 4,5,....,«) 

-ff(2,4,5, ,n)-a 3 /C(2,4,5,....,w) 

»71— 1 

= (oti— Ä"(2, 4,5, «) , 
j£(l,2,3,5,...,»)-Ir(2,3,4,5,....,») 
= K(2, 3,5,....,«) + (2,3,5,....,») 

m m — l 

— (2, 3, 5, ....,») — a 4 #(2,3,5,....,w) 

m-l 

= («!— « 4 )# (2,3,5,. »), 
u. s. »v. 

£(1,2,3,4,....,»— 1)— £(2,3,4,5,....,») 
= £(2,3,4,....,w — l) + «7^(2,3,4,....,«-l) 
— Sr(2, 3,4,....,«— l)-«rÄ(2,3, 4,.. ..,»-!) 

m— 1 

= («1 — On)Ä(2,3,4,....,« — 1) 

ist; so ist nach dem Vorhergehenden 

m,a, 
(«) 
m-l , 

... . • #(3,4,5,,...,») 

~~ ~~ «j) («2— «4) («2-««) («a— or«) 

. _^ • "£(2,4,5,....,») 

(«3— «a) («3— «4) («a— «5) («3—0«) 

m-l 

#(2,3,5,....,») 

~~ («4— «l) («4— «3> («4— a b) («4 -55 

t, 1 , u. S. >V. j 

"^2, 3, 4, ....,»-!) 

(a„ — ad («n— «3 ) («n — «4) («fit— ««-1 ) 



»y Google 



Nun ist aber klar, da«8 man eine der vorhergehenden gan 
ähnliche Zerlegung jetzt wieder von Neuem in Anwendung brin- 
gen kann, und wenn man dann diese Zerlegungen weiter fort- 



setzt, so muss man nothwendig endlich auf die folgende Glei 



cbung kommen : 



i » 



(n) 

- ( _\)m-i kfa + l, w-f 3, ....,ri) 

i 

-|.(-. K ( m ' m + 2 » fit + 3,. ...,1t) 



) 



■ + (-«— ». 



m-f-1, m -f- 3, w) 

H. 8. W. 

-f f_l)m-i ifr(m, i»+l, m + 2,...., it—1 ) 

" («n— «m) («ii— ori„+i)(a»-«m+a) .... (cr n — «n-i)' 

Wendet man nun aber die erwähnte Zerlegung nochmals an, 
was jedoch nur ftir w>?a-f 1 möglich ist, und bemerkt, dass 

i 

K(WI-|-1, Wl+2, m+3,....,?0 = «w+l+ai»+2 + «m+ 3 + -+««» 

WI + 2, Wl+3,....,n)=:Cm + «m+2 + « l „+3 + + «„, 

1 \ 

K(m t m-f-1, 7/1 + 3 , w)=a w -f- i -f a m + 8 + •.+«», 

t U. 8. W. 

, 

*■ . 

ist, so erhält man 

m, O | 
i • («) 

I 

= /_ i) _ — ■ 

V ' * («m+i— «m+ 2 ) («f»+i— ßm+a) •••• («m+i -««) 

1 * 
+ ( ~ ' («m-f a -«m +l )(tfm+ 2 -0fm +3 ) .... («m +a -« W ) 



u. s. w. 



1 



(ßa— (an— (a*— «n--i ) ' 

und weil nun die Grösse auf der rechten Seite des Gleichheits- 
zeichens, wie unmittelbar aus I. hervorgeht, der Null gleich ist, 
so ist überhaupt för n>*a-f 1: 

m, 0 

t (») = 0. 
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Für u — f >i + \ ist dagegen nach dem Obigen 

ß/n-Km+l «m+i— «in 
= (_ , ""+1 + (_ l)— 1 . *»L_ 

=(-i)^^^=-(-i)--=(-i)-. 

Es ist also 

(n)=0 oder («) = ( — l)" 1 , 

jenaebdem 

n > TM + 1 oder m=w + 1 

ist. 

Ueberhaupt ist nach dem Obigen 

m 

(m + 1) = jg(2,3,4,5,.. t .,m + l).« l *' 

(«i — <*2)(«i—«3)(<*i -«4)( a i— •••• Kr- 

f» 

A'(l,3,4,5 y ...,,7/i4-]).g 2 ^ 



(a 2 — <x, )(a 2 — «3)(cf 2 — Cf^'c^— er 5 ) .... («a— «m4 1) 



m 



K(l,2,4,5,....,m-|-1).«3^ 



m 



AT(l,2,3,5,....,m+l).« 4 /« 

(«4-«l)( a 4— «2)(«4^8)(«4— «5)-- («4~ a »"+l) 



U. 8. W. 

' • i • " • v 



- ff(l,2,3,4,....,m).a m +i* i 

«i)(«m+i-a 2 )(«m+ 1 — «3)(a m + l — a 4 )...(ß fn+1 — ^m)' 

also, wie leicht erhellet: 

(m + 1)= ' ft<%aj<^fa h.%H 



+ 



(«1-«2)(«1 -«3)(«1 -«4)(«1 -«5) — (ai-~«m+i) 
« A ttgC%tt 4 .'... «m+i . Ofg^- 1 

«l) («2— «3) («2 — «4) («2 ~ «6> • — («2 — «m+i) 



- « 1 g a Cf 3 cr 4 .... tt m -|- 1 . «y- 1 



(«3~«l) («3— «2> («3— a 4) («3-«ft) («3— «m+i) 

+ 



«l«2«3 a 4- ••• . <Y 4 "— 1 



u. 's. w. 

«! a. 2 or 3 « 4 .... . «„,4-!^— 1 




«j)(«m 1 1— 02)(«m+i— a 3 )(«i»+l— «4)--( a »"+l — «») 
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■ 

Hieraus schliesst man mit Hülfe von I. leicht, dass 

m, l m, 1 m, 3 m, im 

(»+1)=0, (m+l)=0, (ro+l)=0,....,(m + l)=^0; 

vaber 

m, m-|- 1 

\ (ffl + 1) = O^a,! .... 

ist. 

Aus der oben bewiesenen Relation 

(„ + 1) = (») + « n+1 £(1,2,3,4,...., ») .(«+!) 
ergeben sich nun die folgenden Gleichungen: 

(i)==(»-V+« Ä iaA3,4^.. f fi-.i).(iI), 
(n) = (n - 1) + a n K(l , 2 , 3, 4, .... , it-1) . (n) . 
(n) = (fi— + <* Jr(l, 2,3,4,...., »— 

m, 4 m, 3 m 3 

(«)=(»- l) + a„tf(l, 2,3, 4,^...,w-l).(«), 

U. 8. W. 

f»,«— l m,n — '2 m n— *2 

(»)=(n-l)+«„Ä:(l, 2,3,4,...., n-^). («); 
also, weil nach I. 



ist: 



(«) = (i) = («) = («) = .... ="(«) =0 



m, 1 m, o 

(«) = (M-l), 

m, i m, l 

(») = ( n-D, 

m, 3 m, 2 

(„) = (n-1), 

m, 4 m, 3 

(«) = (n-1), 

u. s. w. 

m, n— 1 m,n—2 
(») = (n-1); 



and io dem nachfolgenden Schema sind folglich offenbar die 
sämmtlichen in vertikalen Reihen stehenden Glieder einander 
gleich : 
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Weil nun nach dem Vorhergehenden 

m, 0 m, O tn, n n», o • .<>[. »•» o! ■ 

( ? )=0, (n-l)=0, (n-2)=0, (n-2)=0„...(ro+2) = Q; 

* * w* o 



■ * • 



; V"* i J / — v — A 7 » : 



(m+l)=(-l)-, 

w, 1 m, s m, m— 1 01,01 

(7/t+l)=0, (ro + l) = 0,....(m + l)=0, («i + l) = 0- 



ist; so ist , ,, , 

1,0 

1 



(*) =: 0, 



m, 1 

t. 



(») «= 0, 



1 



(») = o, 

m, 3 

(«) = 0, 

u. s. \v. 

• . . • «i 1 »- 1 1,'» - >! 

m,n— m— 4 
<«) = 0, 



W = (-1)"' 



- * > 



m, n — m 



(n) = 0. 



U. 8. W. 



(») = o, 



ra, n— 1 ^ 



W = 0. 



III. 

Der vorhergehenden Relationen kann man sich jetzt zur allge- 
meinen Auflösung der n folgenden Gleichungen des ersten Grades : 

• ■ ■ * i 

A x -f + ^ 8 a 4 2 -f J 4 « 4 8 -f +"' 4 4 Ä ö 4 «- 1 = 0+ , 

U. S. W. 1 V " ' * ' 

Ai + ^ a o n + 4i a » a + i4 4 «« 3 + -|- A ««»-^ a n 

n unbekannten Grössen > » < — . ^: 
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Ai , A%, A$ t /I4 4« 

sehr einfach auf folgende Art bedienen. 

Man multiplicire die obigen n Gleichungen nach der Reihe 
mit den folgenden 7«ten Kombinationsklassen, wo wir die Bezeich- 
nung grösserer Deutlichkeit wegen gegen früher absichtlich etwas 
verändert haben: 

m 

<*3> a 4> a 5t"" a «)> 

m 

<*3» ff 4» «a»....«n) 

m 

A(«j, o^, C 4 , a ö ,....a n ) 
m 

Bin, 

* 

U. 6. W. 

m 

*(«« . 

t*2» «3» **4» •••• tt«— 1); 

1 

dividire dieselben dann nach der Reihe durch die Producte 

«3)(«l— «4>(«1— «6) («1— «»)> 

(«a— «1) «s) («2— «4) («a— «6> •••• («%— «*) > 

(«3— aif(«3-«2) («3 — «4) («3 - a b) - ■ («3— «n) , 

(«4— «l) (<* »—«2) («4— «3> («4 -«*) — («4 -«n) I 

U. 8. W. 

(a n — Cti) (üf„— -«2) («n— a 3 ) (»n — CfJ .... («n — On-i) J 

und addire sie hierauf sämmtlich zusammen; so erhält man offen- 
bar die folgende Gleichung: 

m, O m, 1 m, 2 m, n — m— 2 

^, . («) -f J 2 . («) -f . (») + .... + ^»-n,-! . («) 

1», n — m— 1 
"f* -^n — m • (w) 

m,n—m m,n-m| [ m, n— l 

■+ An—m\i • («) + ^n-m-J 2 . (?*) -f- ... + . (w) 

m 

^(«2» "3» Ä 4* a6>'«" a »)^ 





- («! 


— «s)(«i- 


-0(«i — 




~ Cfn) 






771 

«3- 


«4» «5,....an). 






(«I 


~«l)(«2 


-«3) («ta- 






— an) 






rn 

Affal, Cf 2 , 


a 4 , or 6 ,. ...«„) 






(«3 


— «l)(«3 


- «2) («3 - 


«•)(«% — <%)-•« 
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in. t 

(«4~«l)(«4-<4)(«4— «%) («4— «ö) («4-«n) 04 

U. 6. W. 

m 

K(ai , or 2 , cr 3 , a 4 , .... a n — i ) 



An, 



und es Ist folglich nach II. 



fr ' . ■ . $ 4 



m 


> «4> «5» 


....€*n) 


"(«1-«») («l— «») («1 


~«J(«1- 


-a 5 ).... a») 


m 


a 4> a d».* 


... «») 


(««— «i)(«a— <*)(«r 


-«4>(«a- 


-a 6 )....(a a — a«) 


M 

K(a ly «j, 




..«•) * 


(«3— «l)(«3-«2)(«3- 


-«4)(«3~ 


»ö) («3-««)' 


m 


«3» «6»" 




(«4-«l)(«4— «2)(«4- 


- a 3)( a 4- 


-a 6 )....(a 4 — cm) 


u. 


S. W. 




m 

^(«1» «2, 


«3» »«)" 


...On— i) 



r (a n — «aX«»— «3)(an— er 4 ) .... (a n — of«_,) 



ein völlig independenter Ausdruck für jede beliebige der gesuch- 
ten n unbekannten Grössen. 

Bemerkt mag noch werden , was sich übrigens auch nach dem 
Vorhergehenden eigentlich schon von selbst versteht, dass 



a.= * 

+ 



■ 






(«»— «1) (<V-«a) («a— «4) («r-«»). — 


, (cv 




(«3-«l) («3— «ä) («3-«4) («3— «ö) - 

«4 


(«3- 


-a n ) 


(«4— ft i)(«4-«a)(«4-«3)(a4— «b) .« 

u. s. w. 




-an) 

9 


(«„—«!)(«»— ajXcfa-Oa)^«-^) .... 


(«ti- 


-«•-1) 



ist. 



* f I ■ 

Auf diese Weise sind die gegebenen n Gleichungen des 
ersten Grades vollständig und völlig independent aufgelöst. Zu- 
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• « 

gleich enthält das Obige verschiedene bemerkenswerthe arithme- 
tische Satze, von denen der eine von uns besonders hervorgeho- 
ben worden ist; die übrigen wird der aufmerksame Leser gewiss 
auch ohne besondere Erinnerung nicht unbeachtet gelassen haben. 



•i. 



Heber einige Sätze der Zahlenlehre. 

Von 

dem Herausgeber. 



Aus den in der vorhergehenden Abhandlung bewiesenen all- 
gemeinen arithmetischen Theoremen lassen sich verschiedene be- 
merkenswerthe Satz*- von den Zahlen ableiten', von denen ich 
einige in dem vorliegenden Aufsatze entwickeln will, ohne jedoch 
fär jetzt die Absicht zu haben , diesen Gegenstand .zu erson^pfen. 

Wenn wir der Kürze wegen jetzt : ' ».;.! . >ifti 

fl„ — (J, -ff. 2 ) («j — « 3 ) («j— a 4 ) (a^ a & ) .... (a, — a„) , 

i 

Tin — («2— «i) («2-^3) («4— a -i) ("2 — a ö) ("2—"»)» 

Tin — («3 — «l)(«3 — «2) ( a 3 a £) ( a 3 _ a b) »••• ( a 3 — a »)> 

Tin = («4— «1) («4— H)^*— tf »)( rt 4"~*6) ( ö 4~" a ")> 

U. S. W. 

lln = («n— «1) (an — a 2 ) («n— » 3 )(«*i— «4) .... («n — an-i) 

setzen; sp ist in der in der vorhergehenden Abhandking gebrauch- 
ten Bezeichnung 

(11) = -^ + — - -f- -3— + .... -f -^y-. 

JI« JI„ 17* J7, 



Wenn nun von jetzt an 

«•»b ü uniid \ . . . : , 

(t l - fl.» , 0(3, »4, Ä 7I 



y Googli 
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lastet {positive oder negativ«) ganze ; Zahlen bezeichnen, und f*+l 
eine in keiner dieser Zahlen aufgehende positive Primzahl ist, so 
ist, wenn 

Ai > ^35 A4,.... An 

gewisse positive ganze Zahlen bezeichnen, nach dem Format* scheu 
Satze 

« l Ai = A 1 0* + l) + l, 
«^—^(p + ^ + l, 

U. 8. W. 

also nach dem Obigen : 1* 

|j7„ Un Tin Tin 

1 1 . 1 . . 1 

+ — + — + — +-- + 1T 

... , JI tt JIn JI„ JI, 

d. i. in der eingeführten Bezeichnung : 



1 - . . 



Weil nun aber, wie in der vorhergehenden Abhandlung gezeigt 
worden ist,' 



(n) = 0 . 

ist, so tat 

' (»)=(,.+i) f-^+-^+4+....+4 i | 

und folglich 

(w).Ji„n»r/„ j?».... Ji» 

=.(f* ^- !).( A A 27„ ür« .... n* 



Ä 4 



1 »4 » 

-f- A<j JTn JTn -Wn T/n 



1 « 4 



-j-Aji JI» J/n JTn •••• JTn [ 
U. S. W. 

< - 
■ 

1 « 3 n— 1 

4- An JTn JTn JTn .•«« TT« 
™ 



■ 1 . « > 1 1 1 
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1 » Setzen wir jetzt jw,=w — 1, so dass also n eine in keiner der 
ganzen Zahlen 



rt l f a 2» *3 » rt 4 »••••«!! 



aufgehende Primzahl ist, so wird die vorhergehende Gleichung, 
weil, wie in der vorhergehenden Abhandlung gezeigt worden ist. 



ist : 



w = W = 1 



12 3 4 » 

J7„ JI„ JI„ J7„ .... J7« 

2 3 4 n 

== II } x t n n n„ Tin ...< Tin 

i :i 4 n 
-f-A^ Tin Tin Tin • ••• JXn 

-fiL, Tin A„ Tin .... TI n 

u., *». w. 

1 » 3 »— l 

-f- An J7n JTii JZn .... J7n 



und die Primzahl « geht also hiernach unter den gemachten Vor- 
aussetzungen jederzeit in dem Producte 

1 9 9 4 « 

ITn Tin Tin H n .... Tin 

auf. 



Nun ist aber, wie man leicht findet: 



Tin Tin An Tin .... U n 



»»» Uf.J Ii, 
» 



= (- l)i n C- 1 > . («l-^2) 2 K-«s) 2 («l-«4) 2 ..» («l-«n) a 

Xfo— «3) 2 («2— «J*— («2— 

X(«3— «4) 2 —( a 3— «n) 2 

X(«n-i — an) 2 , 



• . . • i • 

Ü. S. 



und nach dem Satze des Euklides von den Primzahlen kann die 
Primzahl n in dem Producte 

(«1 — °2) 2 («I — «3) 2 («1 — a 4> 2 • — («l — ««) 2 
X (« 2 — « 3 ) 2 «4> 2 • • .. («2 — «n) 2 

X (« 3 — a 4 ) 2 .... («a — «n) 2 
u. s. w. 

i ><(««-, -«„) 2 

I 

nur dann aufgehen, wenn sie in dem Producte 
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X(« a — « 3 ) («2— «4) («2 ~ «») 

X (ffs"—«^ (ay — ^n) 

U. S. W. 
X(a«-1 — an) 

• « • "« 

aufgeht ; also ergiebt sich aus dem Obigen unmittelbar der fol- 
gende Satz: 

I. 

Wenn die positive oder negative Primzahl n in kei- 
ner der positiven oder negativen ganzen Zahlen 

ö i » Ä a* rt 3> «4» ••••«(«) 

aufgeht, wo jetzt (n) den absoluten Werth von n be- 
zeichnen soll; so geht diese Primzahl n jederzeit in 
dem Producte 

*. • ■ . * «:'.• , »'.;: 

(«1 -«2> («1— *3) («1 -*4) •••• («1— «(")) 

xK-«s) («2— «4) — • («2— «<■)) 

X («3 —«4) •••• («3— «(»)) 

u. s. w. 

X («(«)-! -<*(»)) 

auf. 

Um ein Beispiel zu geben, so sei n = 5 und 

1 

«,=+12, «,=—6, «s = -9, « 4 = + 8, « 6 = + 4. 

Dann ist 

«l — <*2 = +18, a x — a 3 = -f21, «! — « 4 =-|-4, «4— a 4 = -f-8; 

«2 — B 3 = + 3, a 2 — «4 = — 14, a 2 — a & — —\0; 

«3 — «4= — 17, « 3 — « Ä = — 13; 

« 4 -a 6 = + 4; 

»voraus auf der Stelle die Richtigkeit des Satzes in dem vorlie- 
genden speciellen Falle erhellet, da 5 in — 10 aufgeht. 
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Wenn wir in der vorher gebundenen Qleichung 



f* 1 ft S 4 



ix 



= (f* + I)| ^Ä« JT„ J7« ....A„ 

+ n n j7 u .... /r„ 

I * 4 " 

-f- A3 -^fi -Wn •••• 

U. 8. W. 

1 9 $ »—1 
-f- *»"» -f» 77» »••« 



- J *. 



.< 1 . \ 



aber (*=n setzen, so dass also jetzt n + i eine in keiner der po 
sitiven oder negativen ganzen Zahlen 

' *i» a 3> <*4> •••• a » 

aufgehende Primzahl ist, so wird die vorstehende Gleichung, weil, 
^^\e in der vorhergehenden Abhandlung gezeigt worden ist, 



n 



-f o» + *f + «4 + .-. + «n 

ist: 

1 2 :» 4 n 
(öj -|- a.2 -|- «3 -|- « 4 -f- •••• "f" ff») -f» 77« Hn Rn •••• 77n 




1 in 



+ 77« //„.... 77„ [ ' 

u. s. w. 

' • : " n i 

+ ^,//«77 n 77 n .... 77» 

und die Primzahl » + 1 geht also hiernach unter den gemachten 
Yoraussfltaungen inuw in cfcni Producte 

1 a n 4 n 
(«1 + «2 + «3 + «4 + -•••• + ««) W » ^ B 

auf. 

Auf ganz ähnliche Art wie vorher leitet man hieraus mit 
Hülfe des Satzes des Euklides von den Primzahlen den folgenden 
Satz ab, wobei wir jedoch, was übrigens, — wenigstens hier — , 
eigen tlich nicht nöthig wäre, der Kürze wegen, negative Werthe 
der Primzahlen ausschliessen wollen: 



Digitized by Google 



-W7 

l 

.■ v !■ , i i :.t .i U 

Wenn die positive Primzahl » + welche grosser 
als 2 ist, in keiner der positiven oder negativen gan- 
zen Zahlen 

a l» a a> a S> a * >••••"*» 

aufgeht, und auch deren Summe 

a L +« 2 + «s + *4 + + 

durch n-f-1 nicht ohne Rest theilbar ist; so geht Üiese 
Primzahl « + 1 jederzeit in dem Producte 

K— «a)( a i-«s)K— « 4 ) . ..(«i—««) 

o 1: x(«,*-«4)U..(«|— «„; 

u. s. w. 
><{««-i -«») 

* 

F0r,rc44*^$ und • t , . : 



■ 

• 1 



«1= —12, «« — +8, a 3 = — 11, a 4 =c -f 3 

also 

«l+«16 + «3 + «4 = ~ >2, 

ist 



s. « 



a^ — « 3 = -|-19, a 2 -a 4 = -f 5; 

• f «3r-«a 4 c: — 14; 

woraus sogleich die Richtigkeit des Satzes in dem vorliegenden 
speciellen Falle erhellet. 

WÄre n-f 1 = 5 und 



1 » 



« 1= ^9, « a = + 7, tf, = -ll, a 4 =-2 

also 

«i+«2 + «s+«4 = -15; 

so w8re 

«1 — «2=— 16, «1 — «a = + 2, a 4 = — 7; 

«2 — «8 = + 18, «a— « 4 =-f 9; 

«3-« 4 r=_9; 

und n + 1 wurde also in diesem Falle, wo die Summe 

20" 
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«1 +«* + «3+ a 4 

durch n+1 ohne Rest theilbar ist, in dem Producte 

Ii-;. : i .t t i • • . 1 ; . i . 

'••(«1— «2)(«l-«3)( ff l— «4> 

. 1 

X («2— «3) ( ff a— «4) 

X(«3~««) 

- 

nicht aufgehen. 

Aus dem vorhergehenden Satze ergiebt sich nun aber auch 
unmittelbar der folgende Satz: 

. . . . • , » 

m 

... . • 

III. 

• \ » ♦ • • 

Wenn die positive Primzah I n + 1, welche grösser 
als 2 ist, in keiner der positiven oder negativen gan- 
zen Zahlen 

• • • • 

Ä l> Ä 3» a 4»- — «n 

und auch in keiner der Differenzen aufgeht, welche 
man erhält, wenn man je zwei dieser Zahlen von ein- 
ander subtrahirt; so geht die Primzahl n + I jederzeit 
in der Summe 

«i + «2 + «3 + a 4 + •••• + a " 

auf. 

Ginge nämlich n \ 1 in dieser Summe nicht auf, so raüsste 
es unter den gemachten Voraussetzungen nach dem vorhergehen- 
den Satze in dem Producte 

' * 1 • « i. • 

(«1— «l) («1— «3) («1 -«4) («1 -««) 

X (««—«s) («2— «4) («2— a ») 

X(a 8 —a 4 ) (03—«,,) . 

u. s. w. 
X (an— 1 — an), 

und folglich nach dem Satze des Euklides von den Primzahlen 
nothwendig mindestens in einem Factor dieses Products aufgehen, 
was der gemachten Voraussetzung widerstreitet. 



Nach einer anderen in der vorhergehenden Abhandlung ein- 
geführten Bezeichnung ist 
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*(2,3,4,5 ,n).a ^ 

m 

K(l , 3 ,4,5,.... , n) . ct./* 



♦ * • 



8 



#(1,2,4,5, »).o,p 



U. S. W. 



(1,2, 3, 4, ...,,n — l).Ofr ( 



Ist nun 
Zahlen 



in keiner der positiven oder negativen ganzen 

a l » a 2» a Z> a * >••••«» 

aufgehende Primzalil, so erhalten wir ganz auf ähnliche Art wie 
oben mittelst des Fermat'schen Satzes die Gleichung 



m 



\ 



I>'Tt '/ • 



m 



Ag.K(l,3,4,5,....,n) 



tri 



- 



. ^(1,2,4,5, ,n) 

T 8 



u. s. w. 



. x,,.i:(i,2,3,4,....,n-i) 



— I 



> ■• >: 



//» 




m 

Al(1 , 3,4, 5,... 


.,«; 




* 


#(1,2,4,5, ....,n) 






u. s. w. 


• i 


K (1,2,3,4,... 


.,71*— 


n 



. . T 
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I 

d. i., wie leicht erhellet: 



m, u m, o 

r»)-(n) = (,4 + 1) 







m 

3,4.5, 


....,«) 






i,. £(1,2,4,8,. 


.... ,n) 






U. 8. W. 




v£(m,m,....,*-i) 



• n 

wo wie frtiner ^, A^, ^3,....A a ganze Zahlen sind. 
Setzen wir nun 

/ m~n— -1, f*===n j 

so wird die vorstehende Gleichung: 



7») -7«)=( Ä +D | ^V» 5 — «> 

; ^J?(l,3,4,6,....,n) 

+ i 



: 



'■ ■ 

U. 8. W. 

n-1) 

■ n 
Iii 

also, weil, wie in der vorhergehenden Abhandlung gezeigt wor- 
den ist, 

»—i,o . . »**iji« 

(«)=(— l)*- 1 , (n)=«iVs«4 

d. Li weil unter der oben gemachten Voraussetzung, wenn nur 
die Primzahl n + 1 grösser als 2 ist, jedenfalls n— I eine unge- 
rade Zahl ist, 

n— i,o n— l,n 

(«) = — 1, (w) = «i«i rt j«4 ....«n 
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ist:"'"'« ; 



1 r> n 4 « 
(« l ff £ «3 et 4 "f" 1)^» Hn •••• -fl« 



J k 1 A ü nnnn...3iA n ~KV,$ t 4,5, ...» 

+ //n An .. .Wn.^a, 3,4,5,...., It)j 

. +^17,, J7 n TT« .... JT W W ^(1,2,4,5, ,n). 



u. s. w. 



+ l n /T n J7„ /}„ .... J7 B .Y(l,2,3,4,....,n-1) 

* J 

woraus sich ergiebt, dass unter den gemachten Voraussetzungen 
die Primzahl n + 1 jederzeit in 

(«i « 3 « 4 ....*»+l)zr» /r« //j. ... . «» 

aufgeht. ' ; ' 

Geht nun aber die Primzahl n-f 1 in keiner der Differeozen 

«! — «3, «i — « 4 ,....,«i — ««; 
«2 — «3» «2— «4,.... ,«« ««; 



«3— «4, * «3-^**3 

II. s. w. 



auf, so geht dieselbe nach dem Satze des Euktides von den 
Primzahlen offenbar auch in dem Producte 

• .i ' *L JL JL j! IL 

TT ftV TT TT *v 



n ß n n n n n /r« 

nicht auf, und muss folglich nach demselben Satze unter den 
oben gemachten Voraussetzungen jederzeit in 

aufgehen. 

Hierdurch werden wir unmittelbar zu dem folgenden merk- 
«ärdige» Satze geführt: 



IV. 

Wenn die positive 2 übersteigende Primzahl tt + 1 
iu keiner der » positiven oder negativen gaazen Zahlen 

: • ■ • - ... h ■ » 

m 

und auch in keiner der Differenzen aufgeht, welche 
man erhält, wenn man je zwei dieser Zahlen von ein- 
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■ Setzen wir jetzt — 1, so das« also n eine in keiner der 
ganzen Zahlen 



• .■*.♦«. 



aufgehende Primzahl ist, so wird die Torhergehende Gleichung, 
weil, wie in der vorhergehenden Abhandlung gezeigt worden ist 



ist: 



/i »-t 

(„) = (») = i 

* * 

: » . 

1 * » 4 » 

TU Iln Hn TI n .... Hn 
19* n 
= 11 \ Xi Tin Hn Tin Un 

i n 4 71 
-f-^ Hm Hm Hn •••• Tim 

i + Ä n //„ JI« .... J7« 

u., s. w. 

-M„ J7„ 27» JI„.... ü„ 

und die Primzahl n geht also hiernach unter den gemachten Vor- 
aussetzungen jederzeit in dem Producte 

An Am Tin H n .... H n 

auf. 

Nun ist aber, wie man leicht findet: 



4 • 



1*34* f,\ 

Um Hm Un Um .... Hm 

= (~ i)W—»> . («i— «2)*(«i— « 3 )*(«l-«4) 2 .». («1-«»)* 

X(«2-«3) 2 («2-«4)*-... («2-«»)* 

X(«3-«4) 2 ....(«S-«») 2 
ü. 6. ^. 

X (an— i — «n)*> 

und nach dem Satze des Euklide» von den Primzahlen kann die 
Primzahl n in dem Producte 

K («, -« 3 )* («1 —4)* .".(«l ~««) 2 

X(««-« 8 ) 2 («2-«4) 2 -... («2— «») 2 
X («3— «4> 2 • • • • («1 — ««) 2 

u. s. w. 

■ 

nur dann aufgehen, wenn sie in dem Producte 
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X («2— «s) («2-«4) («•-««) 

X ( ff J""" a 4) («5- ~ 

U. S. W. 

X(««-i — «») 

aufgeht; also ergiebt sich aus dem Obigen unmittelbar der fol- 
gende Satz: 

1. 

Wenn die positive oder negative Primzahl n in kei- 
ner der positiven oder negativen ganzen Zahlen 

's. 

a l t ff 2> rt 3* ff 4 »••••<*(«) 

aufgeht, wo jetzt (71) den absoluten Werth von n be- 
zeichnen soll; so geht diese Primzahl 7* jederzeit in 
dem Producte 

(o, — «a) («,— tf 3 ) («! — tf 4 ) .... (^!— «(n)) 
X (a 2 — a 3 ) (ctj — « 4 ) .... (äj — <*(„)) 

X («3 — B 4> — («3— «(»)) 

u. s. w. 

X(«(n)-i-o(«)) 

auf. 

Um ein Beispiel zu geben, so sei w = 5 und 

■ 

« 1= +12, «,=-6, « 3 = _9, « 4 = + 8, « 6 =+ 4. 

Dann ist 

Ä i — <* t =+18, a x — 03 = 4-21, oi~o 4 =-|-4, a l — o a = -f8; 

«» — «j = + 3, a a — a 4 = — 14, «2 — a ö — — 10 ; 

«3 — « 4 = — 17, a 5 — « 6 = — 13; 

a 4 — a 6 = + 4; 

woraus auf der Stelle die Richtigkeit des Satzes in dem vorlie- 
genden speciellen Falle erhellet, da 5 in — iö aufgeht. 
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< 

i 

Wenn wir in der vorher gefundene^ Gleichung 

* 

IM 1 »3 4 : n 

= (<* + *){ h^ulln An .... Um 

\ » 4 • 

-f ^/z« tf« J7» .... n n 

l » 4 » 

U. 8. W. 
las "—1 

aber fi=« setzen, so dass also jetzt n + l eine in keiner der po 
sitiven oder negativen ganzen Zahlen 

" * '/ «l> «2» a 3» *4 

■* I • t ' .. 

aufgehende Primzahl ist, so wird die vorstehende Gleichung, weil, 
wie in der vorhergehenden Abhandlung gezeigt worden ist, 

n 

(») =?*l + °* + « J + a * + — + °" 

ist: ' . 

1 * * 4 II 

(aj + o. 2 + Oj, -f tt 4 + .... + <tn)Hn Hn H% .... /^n 
■ = (n + 1) { A 2 J7„ /Tn //n U n 
+ J7„ J7 n ... i/» 

+ x 3 n n n»n n ....Jr n 

u. s. w. 

1 « , »-1 

und die Primzahl w + 1 §eht also hiernach unter den gemachten 
Yoravss,f|tawngen "»»Aer in «k** Produkte 

J 3 ■» 4 n 

(«1 + «« + "3 + «4 + ■•••• + «n) Hn Mn TI n Jln Hn 

auf. 

Auf ganz ähnliche Art wie vorher leitet man hieraus mit 
Hülfe des Satzes des Euklides von den Primzahlen den folgenden 
Satz ab, wobei wir jedoch, was übrigens, — wenigstens hier — , 
eigentlich nicht nüthig wäre, der Kürze wegen, negative Wertbe 
der Primzahlen ausschliessen wollen: 
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• ' ■ ••• • i ■ • 

Wenn die positive Primzahl n + 1, welche grösser 
als i ist, in keiner der positiven oder negativen gan- 
zen Zahlen ° 8 

. . f. t — , . v . - . - . 
«1» °a> a a , a 4 ,....a„ 

aufgeht, und auch deren Summe 

+ + «8 + «4 + < r' 

durch » + 1 nicht ohne Rest theilbar ist; so geht cÜese 
Primzahl » + J jederzeit in dem Producte 

(«1— «*) K-«s) («h— « 4 ) .... 

■ • . • .\ • « » 

II. s. w. 

auf. 

Fuj-^+l ^H und 



• : ■ ». • 1 1 

• i m » 1 • < ■ ' * \< \ . ; > 



«l=-12, « 2 =+8, «3= -11, «,==+3 

also 

»l + «a -f a s + «4= — 12 

ist 



■1 .'.)'■ 

1 ♦> i» :: , 



• ■ <• 

■ ) 



«a— a 3 = + 19, «a — «4 = + 5; 

Wäre 7i + l = 5 und 

«i=-9, a a = + 7, ff 8 = -H, « 4 =-2 



also 



«1 +ffa + «3+«4= : -I5; 



so wäre 

«1 —«2 =—16, «! - Og = + 2, «!— a 4 =r— 7 ; 

a a-«8 = + 18, « a ~a 4 = + 9 ; 
»■f 1 würde also in diesem Falle, Wo die Summe 
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«1 + «* + «3+«4 

durch n+1 ohne Rest theilbar ist, in dem Producte 

Ii-;» » i i < . ■ . \ . . 

♦ 

x(««— «s)K— «4) 

X(«3~«4) 

- > 1 ■ 

nicht aufgehen. 

Aus dem vorhergehenden Satze ergiebt sich nun aber auch 
unmittelbar der folgende Satz; 



III. 



Wenn die positive Primzahl n + 1, welche grosser 
als 2 ist, in keiner der positiven oder negativen gan- 
zen Zahlen 

« • • 

<*li «2» «3» *4 »••••«» 

und auch in keiner der Differenzen aufgeht, weiche 
man erhält, wenn man je zwei dieser Zahl en vod ein- 
ander subtrahirt; so geht die Primzahl n + 1 jederzeit 
in der Summe 

«i + «a + «3 + a 4 + + «« 

auf. 

Ginge nämlich n-f-1 in dieser Summe nicht auf, so müsste 
es unter den gemachten Voraussetzungen nach dem vorhergehen- 
den Satze in dem Producte 

•■ . > ' ■ 

(«,—«,) («!—«,) («, — a J («, -««) 

.. . X(««— «3)( ff 2~ «4) («*— «n) 

X («3 — «4) («3 — «») 

u. s. w. 

und folglich nach dem Satze des Euklides von den Primzahlen 
noth wendig mindestens in einem Factor dieses Products aufgehen, 
was der gemachten Voraussetzung widerstreitet. 



Nach einer anderen in der vorhergehenden Abhandlung ein- 
geführten Bezeichnung ist 

. A 

1 ■ 
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t r 



£J = £(2,3,4,5 ,w).« r " 

77« f 

A(l ,3,4,5,.... ct./' 

m 

K (1 ,2 , 4,5,.... , m) . «3^ 
+ 

u. s. w. 
, Ä(l,2,3,4,....,n-l).a w « 

+ n 

Ist nun p-f^l eine in keiner der positiven oder negativen ganzen 
Zäh len 

aufgehende Primzahl, so erhalten wir ganz auf ähnlich« Art wie 
oben mittelst des Fermat'schen Satzes die Gleichung 



1 Tin 

, ^.^3,3,4, 5, ....,n) 



. yjg(l,2,4,5, ,*) 

+ • 

/In 



U. 8. W. 



Xp. A (1,2, 3 ,4,.... ,w — 1) 
+ « 

£(2,3,4,5,....,n) 
77. 

m 

3,4,5, ....,n) 



2,4.8, ....,».) 

U. 8. W. 

• ,» 

. *(l,2,3,4,....,n~l) 
+ , 

n n 
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d. i., wie leicht erhellet: 



« > 



m 

^ . /C(2,3,4,5, . 


... ,ft) 






^.£(1,3,4,5, 


.... , w) 


4 




JU,. #(1,2,4,5, 


.... ,n) | 


■ 

U. 8. W. 




^.£(1,2,3,4,.., 




n 





wo wie frtfhcr X, , I, , iU,,....*» ganze Zahlen «Ind. 
Setzen wir nun 



so wird die vorstehende Gleichung: 

f»— l,ft n— 1,0 



(n) -(»)=(»+!) | 



i 

/I» 



Aa.£*(1?,3,4,5,....,n) 



. A«. ,2,4,5,. ...,n) [' 

ZT» 
u. s. w. 

jU. W iga2,3,4,....,w-l) 

also, weil, wie in der vorhergehenden Abhandlung gezeigt wor- 
den ist, 

(n) = (— l)»- 1 , (n) = «i*^«8a 4 .... an 

. w 

d. i., weil unter der oben gemachten Voraussetzung, wenn nur 
die Primzahl n + 1 grosser als 2 ist, jedenfalls »—1 eine unge- 
rade Zahl ist, f ) 

n— i , 0 , n— l , n 

(«)= — il, (n)=o l a t «j« 4 ....a n 
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■ 

I ! ! - \ 



t r» i 4 



ist: ' : * . 

(«i «fl«3 1» 4 ...•«» -f> V)ö n n n jj 9 ii n .... iin 



+ rK hn ~.^K{\ ,3,4,5,.... ,n)| 



» t • II •» 



S 4 



+^JT B /7 n J7 tt .,..J^tf (1,2,4,5, 

U. 8« W. 



■ 



1 9 1 



woraus sich ergiebt, dass unter den genlachten Voraussetzungen 
die Primzahl w+1 jederzeit in 

1 % 3 4 • 

(ff 1 a 2 a 3 « 4 ....«n+l)-Öii ^» ••• • 

aufgeht. 

Geht nun aber die Primzahl n-f 1 in keiner der Differenzen 



U. 8. W. 



«4— i— * •« 

auf, so geht dieselbe nach dem Satze des Euklide« von den 
Primzahlen offenbar auch In dem Producte 



A n A n Ä n n n tln 



nicht auf, und muss folglich nach demselben Satze unter den 
oben gemachten Voraussetzungen jederzeit in 

aufgehen. 

Hierdurch werden wir unmittelbar zu dem folgenden merk- 
würdigen Satze geführt: 

« : '•» 

' • * * • i 

IV. 

Wenn die positive 2 übersteigende Primzahl n + 1 
keiner der « positiven oder negativen ganzen Zahlen 

, . .... 



ö l» *4< *»> Ä 4*"-' «« 



nd auch in keiner der Differenzen aufseht, welche 
ian erhält, wenn man je zwei dieser Zahlen von ein- 
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ander subtrahirt; so geht die Primzahl n + 1 jeder- 
zeit in 

auf, oder es findet anter den gemachten Voraussetzun- 
gen jederzeit die Congruenz 

; «1 «a « 3 « 4 an = ~ 1 (Mod tt -|- 1) 

Statt. Auch ist, wenn die Primzahl «+1=2 ist und nur 
in <*! nicht aufgeht, offenbar immer * 

\ «, == -1 (Mod. 2), 

■ 

was sich von selbst versteht 

Um ein Beispiel zu diesem Satze zu geben, sei w + 1=5 und 

«i=+7, « a =-ö, «,= + 11, a 4 =+13; 

also 

«2 — ff 3 — — 17, « 2 — o 4 = — 19; 

«3— «4— —2; 

woraus man sieht, dass alle bei dem vorhergehenden Satze ge- 
machten Voraussetzungen in diesem Falle erfüllt sind. Weil nun 

a 1 « 1 « a « 4 = + 7.— 6. + 11. + 13=— 6006, 

also 

a i a a Ä 8*4 + l = — 6005 

ist, so sieht man, dass der Satz im vorliegenden Falle richtig ist. 
Wenn man für 

die positiven ganzen Zahlen 

1,2,3, 4, n 

setzt, so sind die Voraussetzungen dieses Satzes, wenn, nur n+1 
eine Primzahl ist, offenbar vollständig erfüllt, und man erhält also 
aus dem Vorhergehenden die Congruenz 

1.2\3.4....n==— 1 (Mod. n + 1), 

welche den bekannten Wilson' sehen Satz ausspricht, der also 
unter dein vorhergehenden weit allgemeineren Theoreme als ein 
specieller Fall enthalten ist, und sich mit der gröseten Leichtig- 
keit aus demselben ableiten lägst. 
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Da mir die vorhergehende Erweiterung des Wilson'schen 
Satzes bemerkenswert!! zu sein scheint, so habe ich mich ver- 
anlasst gesehen, nachzuforschen, ob nicht vielleicht der Fer- 
raat sehe Satz einer ähnlichen Erweiterung fähig ist, und will im 
Folgenden das, was sich mir in dieser Beziehung bis jetzt durch 
ziemlich einfache Betrachtungen dargeboten hat, mittheilen. 

Wir wollen annehmen, dass n-f 1 eine positive Primzahl sei, 

und 

sollen n positive oder negative ganze Zahlen bezeichnen, von de- 
nen wenigstens eine, die wir durch a* bezeichnen wollen,, durch 
n ~f- 1 nicht theilbar ist. Dagegen sollen die Differenzen 

«* — a lt a* — flfc,...., eck—ak-^, «* — >• 

sämmtlich durch n-f-1 theilbar sein, woraus dann, sehr leicht und 
ganz von selbst folgt, dass überhaupt die sämmtlichen Differen- 
zen durch n+1 tbeilbar sind, welche man erhalt, wenn man je 
zwei der Zahlen 

«1» «8> «3» a 4>-"» tt 9 

von einander subtrahirt, so dass man also auch bei der folgenden 
Betrachtung von der Annahme ausgehen kann, dass diese letztere 
Bedingung erfüllt sei, weil ihre Erfüllung durch die Erfüllung der 
ersteren allerdings einfacheren Bedingung unmittelbar und ganz 
von selbst herbeigeführt wird. 

Setzen wir nun 

«* — «j = A 1 .*.(n + 1), 
ak — «a=A«,*.(tt + 1), 
«* — <% = A3,t.(w + l), 

U. 8. W. 

ak — o*-i = A*-i,ir.(» + l), 

1 = 1 , k . (» -f 1) , 

I t 

u.< s. w. 
ak — (n + 1); 

wo nach der gemachten Voraussetzung 

*1»*> *3,*> *4,*> 

lauter ganze Zahlen sind, da offenbar auch das verschwindende 
in diese Kategorie gerechnet werden kann; so. ist 

0!=«*- A,,*.(n + 1), 
<*a— (n+1), 
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!! // u. s. w. ' , ■ 

* • » 

a„=cn— *t,,*.(rt-f 1); 

und wenn man nun auf beiden Seiten der Gleichheitszeichen mul- 
tiulicirt, so erhält man offenbar eine Gleichung, welche, wenn L 
eine ganze Zahl bezeichnet, im Allgemeinen von der Form 

« x Ojj a 3 a 4 .... a„ = et*» -J- L (n -f- 1) 

'i i „• / • 

ist. Also ist auch 

. ■ > 

a A ccjg a 3 a, . . . . a n — 1 = er*» — 1 -f- L {jl + 1) , 

; - . . - ..... 

und da nun nach dem Fermat'schen Satze, weil nach der Vor- 
aussetzung ort nicht durch die Primzahl n f 1 th eil bar Ist, jeder- 
zeit — l durch «-f-1 theilbar ist, so ist nach dem Vorherge- 
henden unter den gemachten Voraussetzungen offenbar jederzeit 
auch 

a l a 2 a 3 ft 4 - . . . ßn — 1 

durch die Primzahl n-f I theilbar. \Vir erhalten daher den fol- 
genden Satz: 

'«V 

> t* i •• • 



Wenn die positive Primzahl n-f-1 wenigstens in 
einer der n positiven oder negativen ganzen Zahlen 

Ä i > a 2 i a t 1 ct lt . ...a n 

nicht aufgeht, dagegen die sämmtlichen Differenzen 
durch n-f-1 ohne Rest theilbar sind, welche man erhält, 
wenn man je zwei dieser Zahlen von einander subtra- 
hirt; so geht die Primzahl n -f l jederzeit in 

<*2 ct-i a 3 et 4 . . . . a n — 1 

auf, oder es findet unter den gemachten Voraussetzun- 
gen jederzeit die Congruenz 

a x ßoß 3 a 4 ß n =+ 1 (Mod. n+1) 

Statt. 

Dass unter diesem Satze, wenn man ihn unabhängig von dem 
Fermat'schen Satze nach seinem gewöhnlichen Ausdrucke bewei- 
sen könnte, dieser letztere Satz als ein besonderer Fall enthalten 
sein würde, leuchtet auf der Stelle ein. 

Setzt man z. B. n-f- 1=5 und 

a 1 = + 12, * a =+7, « s =+ 17, «« = + 2; 
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so sind die Voraussetzungen des vorhergehenden Satzes offenbar 
vollständig er fallt, und es Ist 

d. h. dureh 6 ohne Rest tb eil bar, nie es nach dem obigen Satze 
erforderlich ist 

Ist aber z. ß. *-fl=5 und 



«! = + 17, 02 =+ 7, a 3 = + 2, a 4 = + 8; 



so sind die Voraussetzungen des vorhergehenden Satzes offenbar 
nicht vollständig erfüllt, und es ist 

^ttltli*fi*i«v!*i r L-! i.ii*.i.iiflir7. • •'»:••:•... Hl UiU',1-, I*:: ..> n 

durch 5 nicht theilbar. 

trniiu!. immirf.>i i ► 1 .utMriiujtv* fr?xwx4t9it<{HJ n».»;...^ 

*ft*!OV.t: 'Al?9fftf -d «• ./ ; t | i'Jt l |fll| "Ii * i •' h . (' M-mS • •.'».. 

•♦(WY Ii?!-»! i: • :> i \UMJ VttUP . > Ol • ..IvhlOii . .V •'».' •>...'. i> 

•$$ynf t! «idf;" »'•... i.. 

Verbindet man die Sätze V. und VI. mit einander, und beach- 
tet, als sich von selbst verstehend, dass, nenn nur 2 in a t nicht 
aufgeht, offenbar immer 

= (Mod. 2) 

ist, so ergiebt sich der folgende öatz: 

fpimkf^ idi. '•■ 

VI 

Wenn die positive Primzahl w-f 1 in keiner der n 
positiven oder negativen ganzen Zahlen 

o lf a 2 , «3, a 4 ,.... a„ 

and auch in keiner der Differenzen aufgeht, welche 
man erhält, wenn man je zwei dieser Zahlen von ein- 
ander subtrahirt; so geht die Primzahl n \ 1 jederzeit in 

«1 a t a 3 a 4 ....o„-f 1 

int, oder es findet unter den gemachten V oraussetzun- 
?en jederzeit die Congruenz 

«s « 4 . — 1 (Mod. n + 1) 

Statt. 

Wenn dagegen die positive Primzahl n + 1 wenig- 
stens in einer der n positiven oder negativen ganzen 
Zahlen 

und in allen den Differenzen aufgeht, welche man er- 
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hält, wenn man je zwei dieser Zahlen von einander 
ubtrahirt; so gebt die Primzahl n -f- 1 jederzeit in 



8 



*h <*2 <*j « 4 .•••<<«—• 1 

auf, oder es findet unter den gemachten Voraussetzun- 
gen jederzeit die Congruenz 

aia a a 3 or 4 ....ce n =-f-l (Mod. n + 1) 



Statt. 



Indem ich wiederhole, dass es nicht meine Absicht ist, die- 
sen Gegenstand in der vorliegenden Abhandlung zu erschöpfen, 
will ich mir nur noch erlauben, dieselbe mit den folgenden allge- 
meinen Bemerkungen zu schliessen. Es hat mir nämlich immer 
geschienen , dass viele der bereits entdeckten höchst merkwürdigen 
Gesetze der Zahlenlehre noch unter einer zu speci eilen Ferro 



gedrückt und aufgefasst, und noch nicht auf ihren wahren mög- 
lichst allgemeinen Ausdruck gebracht worden sind; und so sehr 
ich auch die vielen treulichen Leistungen, namentlich der neueren 
Zeit, auf diesem Gebiete anzuerkennen bereit bin, so scheint mir 
doch eine immer noch grössere Erweiterung und Verallgemeine- 
rung der Gesichtspunkte, unter denen die Gesetze dieser herrlichen 
W issenschaft gegenwärtig aufgefasst werden, nöthig zu sein, wenn 
dieselbe noch raschere Fortschritte als bisher machen soll. Was den 
obigen allgemeinen Satz VI. betrifft, so ist es mir sehr wahrschein- 
lich, dass sich derselbe noch mehr verallgemeineren lässt, viel- 
leicht in ähnlicher Weise, wie schon früher der Ferro at'sche und 
Wilson'sche Satz verallgemeinert worden sind , was ich hier, ohne 
mich darüber weiter zu verbreiten, als bekannt voraussetzen kann. 
Auch werden sich gewiss noch ganz andere einfachere, bessere, 
namentlich mehr als meine obige Darstellung der wahren Natur 
des Gegenstandes entsprechende Wege einschlagen lassen, um 
zu dem Beweise desselben zu gelangen, wobei zugleich die Ent- 
deckung noch anderer Gesetze nicht ausbleiben wird, wie dies 
immer bei Untersuchungen dieser Art, die in der That auch eben 
dadurch einen ganz besonderen Reitz erhalten, der Fall zu sein 
pflegt, wobei ich nochmals bemerke, dass ich in dem Obigen 
keineswegs eine völlig erschöpfende Darstellung der betreffenden 
Sätze mir als Zweck vorgesetzt habe, und weitere Untersuchun- 
gen über dieselben für jetzt anderen, die sich etwa für diesen 
Gegenstand interessiren möchten , gern überlasse und anheimstelle. 



! ■ 
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XXXI. 

Heber strenge und gelinde Winter. 

Auszug aus einem Briefe des 

Herrn Dr. J. Ph. Wolfers, 

astronomischen Rechners an der Konigl. Sternwarte zu Berlin 

an den Herausgeber. 

(Mit den beiden mit A. und B. bezeichneten lithographirten Tafeln.) 



Sie wünschten me'me Mittheilungen über Temperatur- Curven 
zu erhalten , ich werde sie diesem Briefe beifügen und die Cur- 
ven mitschicken. Meine Hypothese findet, wie alles Neue, 
Widerspruch, doch auch zu meiner Freude bereits Anklang, ich 
werde mich auch künftig so lange damit beschäftigen , als ich nicht 
von der Fruchtlosigkeit dieser Betrachtungen überzeugt werde. 
Die anbei erfolgenden Zeichnungen sind übrigens die einzigen, 
welche ich besitze, daher mein Wunsch, sie nach der Benut- 
zung zurückzuerhalten. — Fast jeder Winter, welcher sich ent- 
weder durch besonders strenge Kalte oder durch gelinde Witte- 
rung auszeichnet, pflegt in den öffentlichen Blättern mit den Wor- 
ten besprochen zu werden, dass die «ältesten Leute sich keines 
ähnlichen erinnern. Dies war z. B. mit dem vorjährigen (1845—184(5) 
ziemlich gelinden Winter der Fall. Maji könnte hierauf kurz ant- 
worten, dass bei alten Leuten das Gedächtniss in der Regel 
schwach wird und sie sich deshalb keiner ähnlichen Erscheinung 
erinnern. Allein aus eigener Erfahrung weiss ich, wie leicht die 
Leiden und Freuden einer einzelnen Jahreszeit vergessen werden, 
wenn man nicht durch besondere Hülfsmittel die Erinnerung daran 
festhält, und schon deshalb glaube ich, dass es nicht ganz unin- 
teressant sein wird, auf den vorliegenden Blättern den Verlauf 
der Temperatur während der 10 vorhergehenden und des gegen- 
wärtigen Winters (l«S4C>— 4?) graphisch vor Augen gestellt zu sehen. 
Bei etwas aufmerksamer Betrachtung dieser verschiedenen Cur- 
ven wird man charakteristische Unterschiede derselben wahrneh- 
men, jedoch glaube ich im Stande zu sein, darzuthun, dass die 
entschieden gelinden Winter sich wesentlich von den strengen 
unterscheiden, und dass man diese Unterschiede schon in der 
Regel an einem verhältnissmässig kleinen Theile jeder Curve 
wahrnehmen könne. Sollte sich dies, was freilich wegen der ge- 



ringen Anzahl der zu Grunde gelegten Curven immer noch proble- 
matisch bleibt, später bestätig en ; so würde man alsdann im 
Stande sein, schon beim Beginnen eines jeden Winters seinen 
Charakter zu erlauschen. 

Ehe ich zu diesen Betrachtungen übergehe, liegt es mir ob, 
über die Beobachtungen Rechenschaft zn geben , aufweiche diese 
Curven begründet sind. Es sind dies die Temperaturen, welche 
im wahren Mittage an dem Normal - Thermometer der hiesigen 
Sternwarte abgelesen und welche theils bereits durch den Druck 
veröffentlicht, theils durch B*m Dr, Galle mir freundlichst mit- 
getheilt worden sind. In den ersten bereits erschienenen Jahr- 
gängen wurde au« drei, währ«»d des Tage« angestellten Beob- 
achtungen die jedesmalige mittlere Temperatur abgeleitet und ich 
würde diese zur Anlage der Curven gewählt haben, wenn nicht 
in den spätem Jahrgängen die Temperatur des Mittages allein 
angegeben wäre. Der Consequenz wegen wählte ich daher von 
Anfang an diese einzelne Temperatur, welche übrigens im Win- 
ter wenig von der mittlern Temperatur des Tages verschieden ist. 

F« WQ , TD 

&s war z. B. 

am 15. Jan. 1836 die Mittagstemper. =+2<>,77, die mittle 
„ 15. „ 1837 „ „ -2, 29, „ 




„ 15. „ 1838 „ „ 8,50, „ v'?^«fifn 

M 15 Fehr 3 06 'i M ifi'itlj 

„IS.MSrz „ ,. +6,26, „ „ ' 

Diese Tage habe ich ohne besondere Auswahl angesetzt und 
die einzelnen, bis 1° ansteigenden Unterschiede würden freilieh 
von Belang sein, wenn ich, wie es bisher meistens geschehen, 
die mittlern Temperaturen der ganzen Winter bestimmen und aus 
dem Resultat den Charakter des strengen oder gelinden ableiten 
wollte. Hier werden wir es jedoch mehr mit dem Gange der 
Temperatur von einem Tage zum andern, als mit der absoluten 
Grösse derselben an einzelnen Tagen zu tbun haben und daher 
werden jene Unterschiede von keinem besonderen Belange sein. 

In der Regel erstrecken sich die Curven Aber die fünf Mo- 
nate vom 15. November bis zum 15. März, und nur in Einem Falle, 
im Frühjahre 1845, habe ich ein kleines Stück bis zum 23. März 
hinzugefügt, weil bis zu diesem Tage der damalige strenge Nach- 
winter anhielt. Die starke horizontale, durch jede Curve hindurch- 
gehende Linie bezeichnet die Temperatur 0°, jedes Intervall in 
vertikaler Richtung entspricht 2° R. , jede vertikale Linie gehört 
einem Tage an und die stark ausgezogenen vertikalen Linien be- 
zeichnen den Anfang der Monate. In den Schaltjahren 1840 und 
1844 gehört die Linie des 1. März dem 29. Februar an, dieselbe 
Anomalie findet bei den folgenden Linien bis zum 15. März m 
diesen Jahren statt. 

Um nun von strengen und gelinden Wintern sprechen zu kön- 
nen, schicke ich folgende Erklärung voraus. Unter einem stren- 
gen Winter will Ich einen solchen verstehen, in welchem die 
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Temperatur drei bis vier Wochen hindurch ganz oder last im aus 
gesetzt unter dem Gefrierpunkte bleibt , ohne Rücksicht auf den 
absolut tiefen Stand des Thermometers. Unter einem (relinden 
Winter verstehe ich einen solchen/ in welchem die Temperatur 
in mehrern einzelnen Tagen auch mehr oder weniger tief unter 
den Gefrierpunkt sinken mag, wo aber die Dauer dieser niedri- 
gen Temperatur beschränkt ist und die letztere mit eintretender 
höherer Temperatur von längerer Dauer abwechselt. Diese Erklä- 
rungen, stimmen keinesweges mit denjenigen überein , welche in 
den meteorologischen Lehrbüchern aulgestellt zu werden pflegen, 
es Minnen vielleicht selbst Fälle vorkommen , in denen ein stren 
ger Winter nach meiner Erklärung einem gelinden nach jener ent- 
spricht und umgekehrt; allein ich wollte zunächst keine neuen 
Bezeichnungen einführen, wie etwa wenn ich statt eines strengen 
eineu beständigen oder hartneckigen Winter aufgestellt hätte. 
I Vhrigens bitte ich meine Erklärungen nur als für die hier anzu- 
stellenden Betrachtungen aufgestellt anzusehen, nur so darf Ich 
aicher sein, nicht missverstanden zu werden. 

Betrachten wir demgemäss die vorliegenden 11 Curven, so 
entsprechen unzweifelhaft die fünf folgenden I, III, VII, VIII und 
X gelinden, die vier II, V, IX una XI strengen Wintern: die 
ewei übrigen IV und VI weder ganz strengen noch ganz gelinden 
Wintern, »ie neigen sich jedoch mehr den erstem zu. Die erst- 

«euannten fünf Curven sind von den vier zweitgenannten wesent- 
ch verschieden, allein man wird für jede dieser beiden Klassen 
ein gemeinschaftlich ( s s Kennzeichen herausfinden können > welches 
sich bald früher bald später zeigt und wonach man den weitern 
Verlauf des Winters beurtheileh kann. 

m - n 'tcj* behaupte demnach, dass in den gelinden Wintern sich 
anfangs eine kurze Kälteperiode einstellt, welche mit einer, län- 
gere £ejt anhaltenden, wärmern Periode abwechselt In der 
Curve I«, von 1836—1837, dauerte die erste Periode vom 23. bis 
mm 27. November und die darauf folgende wärmere Periode vom 
28, November bis zum 23. December. In der Curve HL. von 
1M8-1839, fand die Kälte vom ID. bis zum 28. November, die 
Wärme vom 29. November bis zum 18. Januar statt. In der Curve 
MI. , von 1842-1843, herrschte die Kälte nur 3—4 Tage und die 
darauf folgende Wärme 12 Tage hindurch. In der Curve VIII.. 
von 1843—1844, stand das Thermometer nur Einen Tag unter 0 und 
es folgte eine warme Periode von 26tägiger Dauer. Endlich währte 
in der Curve X., von 1845 — 1846, die Ivälteperiode etwa 3, die 
warme 18 Tage. Pieser letztgenannte Winter wurde als ein auf» 
fallend gelinder in den Zeitungen besprochen, allein mit einem 
Blick auf die Curven sieht man, dass er bis Ende Februar die 
beiden Winter von 1842-1843 und 1843-l&44io dieser Beziehung 
keinesweges übertraf. Zieht man die Ende Februar eingetretene 
hohe Temperatur in Betracht, so musste hierdurch freilich die 
mittlere Temperatur des ganzen Winters bedeutend erhöht werden 
und unter den verzeichneten Curven finden wir nur in der von 
1841 —1842 ein anderes in dieser Beziehung -nahe kommendes 
Beispiel. f 

Vpu den strengen Wintern behaupte ich, dass naeh dem Ein- 
tritt der ersten Kälte das Thermometer früher oder später wohl 
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wieder über 0 steigen mag, dass aber diese wärmere Periode, 
welche ich kurz die Krisis nennen will, nnr von kurzer Dauer 
sein wird. So sehen wir in der Curve IL, von 1837 — 1838, das 
Thermometer zuerst am 11. December unter 0 sinken und bis zum 
27. in Perioden von wenigen Tagen auf- und niedersteigen, worauf 
am letztgenannten Tage die Kälte entschieden das Uebergewicht 
erhält und wir in dem folgenden Theile der Curve das wahre 
Ideal eines strengen Winters wahrnehmen. In der Curve V., von 
1840 — 1841, sinkt das Thermometer am 9. December unter 0 und 
es tritt sogleich eine anhaltende Kälteperiode bis zum 1. Januar 
ein. Jetzt findet eine Krisis von 3 Tagen statt, wo die Wärme 

i' cd och nicht voll 1° erreicht und es folgen hierauf im Januar und 
^ebruar bis Anfang März die Kälteperioden so überwiegend, 
dass der ganze Winter nothwendig ein sehr strenger genannt wer- 
den muss. Der dritte strenge Winter findet sich in der Curve X., 
von 1844 — 1845. Hier tritt die erste Kälte bereits am 28. Novem- 
ber ein und währt bis zum 15. December. Nun folgt eine nur 
6 Tage währende Krisis , hierauf eine achttägige Kälteperiode und 
dann während des ganzen Januars gelinde kälte. Dass aber das 
Kennzeichen des strengen Winters richtig war, sehen wir an der 
folgenden Kälteperiode , welche mit sehr kurzen und geringen Un- 
terbrechungen vom 7. Februar bis zum 23. März fortdauert. Man 
konnte diesen Winter als die Verbindung zweier strengen Winter, 
eines Früh- und Spätwinters, durch einen gelinden Januar bezeich- 
nen. Der vierte zu betrachtende strenge Winter ist der letzte 
von 1846 — 1847, unter XI. verzeichnete. Er beginnt, ähnlich wie 
der eben besprochene, am letzten November und lässt sich so- 
gleich als ein hartneckiger an, wenn er auch in den ersten zehn 
Tagen sich nicht als sehr streng darstellt. Die am 20. December 
eintretende Krisis währt nur vier Tage und von da ab tritt der 
strenge W T inter ganz entschieden ein, indem vom 24. DecembeT 
bis zum 24. Januar die Temperatur sich nicht über den Gefrier- 

5 Unkt erhebt. Diese vier strengen Winter entsprechen demnach 
ein oben aufgestellten Kennzeichen. 

Es bleiben nun noch zwei Curveri zu betrachten übrig. Die 
unter IV. verzeichnete, von 1839 — 1840, entspricht in ihrem Lauf 
vom 2. bis 21. December einem strengen Winter, man wird den 
ganzen Verlauf bis zum 16. Januar auch als einen solchen betrach- 
ten können, dann aber treten Wärmeperioden überwiegend eiu 
und es kann demnach dieser Winter nur als ein kurzer und stren- 
ger Frühwinter bezeichnet werden. Aehnlich stellt uns die Curve 
Vi., von 1841 — 1842, einen kurzen strengen Winter dar, welcher 
vorzugsweise in den Januar fallt, wo die Kälte entschieden vor- 
herrschend ist und 16 kalte Tage ohne Unterbrechung vorliegen. 
Die beiden zuletzt besprochenen Winter entsprechen nun zwar, 
wie ich eben angedeutet habe, dem Charakter eines strengen, und 
können als solche betrachtet werden; ich halte es jedoch für 
besser, sie bei der aufzustellenden Analogie als Ausnahmefälle 
auszuschliessen. 

Fassen wir nun das Resultat der neun andern Winter zusam- 
men, von denen fünf gelinde und vier strenge waren , so kann 
man die beiderseitigen Kennzeichen auf folgende Weise mathema- 
tisch kurz aussprechen. Tritt im Anfange ein kurzes minus ein, 
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»vorauf ein grösseres plus folgt, so wird der Winter ein gelinder 
werden. Wird das erste, laugere oder kürzere minus nur durch 
ein kurzes plus unterbrochen,! so wird der Winter streng ausfal- 
len. Dies ist ein schwacher Versuch, um aus dem Anfange des 
Winters auf den weitern Verlauf ZU sehliessen, was meines Wis- 
sens Ins jetzt auf ähnliche Weise noch nicht geschehen ist. Ob 
dir Erfahrung künftig die Wahrheit der aufgestellten Analogieen 
bestätigen wird oder nicht, steht dahin; im erstem Falle würde 
ich die Resultate elfjähriger Erfahrung auf eine bestimmte und 
fruchtbringende Weise gedeutet haben. 





Ulein letztes Wort gegen Herrn Doetor 

Barfuss. 

i^(BdBMMrtH!& 'd' ; ii ii>i ••• 'pi' 

Von dem 

Herrn Professor Dr. O. Schlö milch 

an der Universität zu Jena. 



ifntr« t* rif'i/ I .... . 

Spät kommt Ihr, doch Ihr kommt; der weite Weg, 
Craf Inolan\ enttchuldigt Euer Säumen." 

Ich habe mich beim Lesen der nochmaligen Einreden des 
Herrn Dr. Barfuss verschiedene Male gefragt, ob denn eigent- 
lich meine Wenigkeit es ist, wogegen dort poleruisirt wird, denn 
in der That hätte ich es kaum für der Mühe werth gehalten, auf 
Bolchen Unsinn zu antworten, wie ihn Herr Dr. Barfuss (höchst 
siegreich natürlich) widerlegt. Der Grund dieser Verwunderung 
liegt aber sehr einfach in der wirklich originellen Taktik, die der 
Herr Doetor gegenwärtig anzunehmen sieb erlaubt hat und die 
freilich der Art ist, dass mit ihr auch ein Drieherg über einen 
H o m hold t — nicht den Sieg davon tragen — aber wohl zu schimpfen 
Gelegenheit finden würde. Das schlaue Marinvre besteht nämlich 
darin, alles, was einem unbequem wird, mit völligem Stillschwei- 
gen zu übergehen, dafür aber dem Gegner so viel Unsinn als 
möglich in die Schuhe zu schieben, je toller, desto besser, denn 
auf Wahrheit kommt's gar nicht mehr an, und nun am Ende sich 
über die ungeheure Bornirtheit des anderen lustig zu machen. 
Auf die Dauer wird freilich diese Kunst nicht vorhalten, denn hat 
es auch der Eine mit noch so viel Glück und Geschick versucht. 



Theil \. 
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< 1 011 Anderen lächerlich zu machen, so wird doch eine einfache 
Darstellung des wahren Sachbestandes hinreichen, um Jenen an 
den verdienten Pranger der ftffentlichen Meinung zu stellen. Diese 
Bemerkungen sind es einzig und allein, welche mich zur Redak- 
tion der nachfolgenden wenigen Zeilen bewogen haben; ich will 
nur mit wenigen Worten auseinandersetzen, was ich eigentlich 
gemeint habe und was Herr Dr. ßarfuss aus meinen Worten 
gemacht hat; das Uebrige ergiebt sich dann von selbst. 

Es ist eine bekannte Sache, dass durch mehrmaliges Vor- 
kommen einer Erscheinung nur die Möglichkeit, aber nie die 
Notwendigkeit derselben bewiesen wird ; 100 Beispiele für eine 
Regel (etwa die regula falsi) beweisen nur, dass dieselbe richtige 
Resultate I iefern kann ; ein einziges Beispiel aber , in wel- 
chem die Regel nicht trifft, reicht hin, um ihre Unsicherheit (Nicht- 
allgemeingültigkeit) zu begründen. So habe ich a posteriori aus 
den Konsequenzen, welche sich an die Gleichungen 

0=(* + j) + (*» + ~) + («• + + .... 

knüpfen , die Unsicherheit der Rechnung mit divergirenden Reihen 
dargethan ; ich habe ferner gezeigt, dass der einzige Weg, um 
aus diesen Irrthümern des Calcüls herauszukommen und sich vor 
künftigen zu hüten, darin besteht, die Begriffe der arithmetischen 
Summe und der syntaktischen Entwickelung durch besondere Zei- 
chen auseinander zu halten; das Erste war eine vollendete That- 
sache, denn nur ein Blinder konnte die Resultate der mitget heil- 
ten Rechnung leugnen und nur ein Wahnsinniger sie richtig finden, 
das Zweite war ein Vorschlag, und gewiss ein beachtungsw erther. 
Würde nicht der Geometer die Hände über dem Kopfe zusammen- 
schlagen, w enn man Gleichheit mit = und dann Aennlichkeit auch 
mit 53 bezeichnen wollte ? Nun nennen wir aber Summe einer 
Reihe die Gränze, welcher man sich nähert, wenn man immer 
mehr Glieder einer Reihe addirt und wir beweisen, dass man 
die Summe der ins Unendliche verlängerten Reihe gleich setzen 
darf. Bei einer divergirenden Reihe wie 1 — 1-f-l — etc. giebt es 
keine solche Gränze, also keine arithmetische Summe und wer 
jetzt dies einer bestimmten Grösse gleich setzt, bringt eine eben 
so. heillose Confusion in die Analyse, wie einer, der Gleichheit 
und dann auch Aehnlichkeit mit = bezeichnet, in die Geometrie. 
Was erwidert nun Herr Dr. ßarfu ss auf alles Diess ? Nichts! — 
Die Thatsachen ignorirt er, auf den Vorschlag findet er sich nicht 
bewogen einzugehen, aber halt, er bringt ein Beispiel, worin die 
Rechnung mit divergenten Reihen etwas Richtiges giebt. — Lächer- 
liche Polemik! als wenn ich je geläugnet hätte, dass unter Um- 
ständen bei solchen Rechnungen etwas Richtiges herauskommen 
könnte, dann nämlich, wenn die Reihen der Art sind, .dass sie 
innerhalb eines, wenn auch kleinen Int ervalles convergiren. Diess ist 
in des Herrn Doctors Beispiele der Fall, die Reihen 1 — >x-\-x* etc., 
1 — 'Ii' | 3ar a etc. convergiren ftir .r<l, und da das unter dieser 
Bedingung gefundene Resultat eine blos identische Transformation 
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i*t,' so gilt dasselbe unabhängig von seiner Herleitungsweise, 
aber man darf diess nicht umkehren (Umkebrungen müssen ja 
immer bewiesen werden) und daraus sch Hessen wollen, dass 
1— 1+1 .... =i , 1 — 2+3 — .... = \ sei etc. Weit entfernt also, dass 
hier Herr Dr. Barfuss etwas gegen mich vorbringt, bestätigt er 
vielmehr einen der von mir aufgestellten Sätze (dass solche Rei- 
ben, welche innerhalb eines Intervalle« convergiren, richtige Re- 
sultate geben), den Hauptsatz aber, dass Reihen, die jederzeit 
divergiren, wie 

j 

(*+!)+<*■+ i>+<*»+ ^)+ 

auch immer falsche Resultate liefern, trifft das Alles gar nicht. 

Ich will hier noch eine Bemerkung einschalten, welche das 
Phantom einer syntaktischen Bedeutung der Reihen völlig ver- 
nichtet. Man könnte sagen: allerdings sind z. B. 

1 

j— und 1 + #+:**+ .... 

nur für #<1 einander gleich, aber jenseit dieser Stelle tritt die 
syntaktische Verwandtschaft ein; dem gegenüber will ich zeigen, 
dass über die Stelle hinaus, wo die Reihe divergent wird, zwischen 
ihr und der Funktion links durchaus keine Beziehung mehr statt 
findet. Es sei (p(x) eine Funktion, welche von x=Q bis x=za 
stelig bleibt, hier aber diskontinuirlich wird. Dieser Beweis be- 
ruht auf einer, Eigentümlichkeit des Ausdruckes : 

v , v -2 P* 3 smatcoBxt , , . 2 /* x shidrtcosat 

A*)=vw- 5t / o — i — J 0 — r~ AU 

worin y(x) eine ganz willkührliche Funktion bezeichnet. Erinnert 
man sich, dass 

■ ■ 

2 /*« sin ort cos ßt , . fc - ^ 

/ : — —dt=zl ist für /3<«, 

w i/ o • 

dagegen =0 für ß>ct; 

so folgt auf der Stelle 

f(x) = q>(x) für a;<a, 
dagegen f{x) — y(x) „ x > c. 

Verwandelt man <p(x) in eine Reihe von der Form 

q>(x)=zA 0 +A l x + A i pP+AiX* + (p) 



80 18t 



A Q ~(f(0), A x — — j-^ , — ^y^,... 
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und die Coefüzientenbestimnnmg geschieht also mittelst des Wer 
thes aj=0; daraus folgt, dass, wenn man 



f(x) z=lB 0 +B x x + B 2 x* + 



setzt, B 0 =A 0i Bx = A*,.... sein muss, weil für x'^a, mithin 
auch fflr a?=0, die Funktionen f(x) und <p(x) zusammenfallen. 
Gilt also die Gleichung (J)), so gilt auch die folgende: 

, 2 f* sinatcosxt 2 sin xt cos at , \ 
^ X) nJ a 1 *+**>S,/ 0 —t I (0) 

V- = A 0 +A l x+A % x 2 +.... ) 



Sollte nun die Gleichung Q)) über x=a hinaus noch irgend 

eine Bedeutung haben, d. h. sollte die Reihe in irgend einer Be 
ziehung zu <p{x) stehen, so müsste diess in der Gleichung (0) eben- 
so der Fall sein, weil hier dieselbe Reihe vorkommt. Für x>a 
reduzirt sich aber die linke Seite von (Q) auf ty^x), und daher 
haben wir den Satz: wenn für x^a eine Beziehung zwischen 
■ Aq A\ x "f" A^x^ -f.... und der Funktion <p(x) statt finden soll, so 
muss dieselbe Beziehung zwischen ^o-Mi^ + etc. und ty(x) vor- 
ihnnden sein. Nun ist aber ty(x) eiue von (p(x) verschiedene und 
"Völlig willkührliche Funktion und zwischen einer solchen und einer 
ganz bestimmten Reihe (d. h. einer solchen, deren Coettizienten 
unveränderliche Werthe haben) kann überhaupt gar keine Bezie- 
hung statt finden, eben weil durch die Willkünrlichkeit von ^>{x) 
jede etwa statuirte Beziehung sogleich aufgehoben werden kann. 
Da nun zwischen ib(x) und der Reihe kein Zusammenhang mög- 
lich ist, so giebt es auch keinen zwischen op(x) und der Keifae, 
sobald x > a genommen wird. Dass aber gleichzeitig die Reihe 
divergirt, weiss man a priori aus dem Caucny sehen Satze, denn 
der Modulus von x ist hier grösser als der Modulus a desjenigen 
x, für welches g>(x) eine Unterbrechung der Contiituität erleidet. 

Wenu sich nun bei dem Streite über die Zulässigkeit diver- 
genter Reihen Herr Dr. Barfuss darauf beschränkt, die Haupt- 
sachen unerörtert zu lassen und gegen Dinge zu eifern, die ich 
von allem Anfange her zugegeben habe, so tritt dagegen die wirk- 
lich entsetzliche Erbärmlichkeit seiner Polemik da in ihrer ganzen 
Glorie auf, wo er gegen das Resultat 



f. 



— vi 



zu Felde zieht Bis hieher hatte der Streit von seiner Seite doch 
noch einigen Schein von Ehrlichkeit, hier aber langt er an, sich 
solcher Waffen zu bedienen, mit denen man, um einen gelinden 
Ausdruck zu brauchen, seine Moralität in ein zweideutiges Licht 
stellt. Ich bitte zu vergleichen. — Meine Frage war: ist 



J^~-=lx + C oder = }/(* 2 ) + C 
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and ich habe darauf geantwortet: sowohl Ix als i/(.r 2 ) befriedigt 

ll-X 

die Differenzialglcichung tly= — , aber da Lc und \l(x l ) ver- 

tchiedene Funktionen sind, so muss man aus anderen Eigen- 
schaften des Integrales jene, Frage entscheiden. Nun ist aber 



/ d(-x) Ptlx 
(~x) -J x 9 



und folglich muss, wenn tp(x) den von x abhängigen Theil des 
Integrales bezeichnet, <p(— x)=cp(x) sein. Man kann daher nicht 
<p(x)=zLx setzen, weil dann diese Eigenschaft nicht statt fände, 
«widern muss ip(x) = tf(x 2 ) nehmen. — Hier behauptet nun Herr 
Dr. Bacfus*, ich suchte das Imaginäre dadurch zik vermeiden, 
dass ich sagte /(- 1) 1) 2 = /1=0, und fragt mich ifachher, 

ob ich nicht wüsste, dass log(— a) und .'/( — «) 2 verschiedene 
Funktionen seien!! Wirklich, ich traute meinen Augen kaum, als 
ich das sah! Nachdem ich ausdrücklich in meiner algebraischen 
Analysis bemerkt habe, dass Ix und }J(x' £ ) zwei sehr verschie- 
dene Funktionen sind *), nachdem ich eben wegen ihrer Ver- 

/dx 
— —Ix oder = ll(x 2 ) sei, aufge- 
worfen hatte (denn sonst wäre sie uberflüssig gewesen), werde 
ich von Herrn Dr. Barfuss des Unsinnes beschuldigt, /( — a) und 
i/( — a)* nicht unterscheiden zu können! — Nun sind aber nur zwei 
Fälle möglich: entweder hat Herr Dr. Barfuss meine Expositiötf 
aas Mangel an Fassungskraft nicht verstanden, oder er hat sie 
nicht verstehen wollen. Im ersten Falle verbietet es mir die Be- 
schränktheit meiner Zeit, diese Polemik zur Belehrung des Herrn 
Dr. Barfuss weiter fortzusetzen, im zweiten halte ich es unter 
Würde, noch ein ferneres Wort an ihn zu verschwenden. 



S. 163. heisst es: uud sind ganz verschied cne 

Fraktionen von S, die wohl für positive * übereinstimmen, aber riicftt 
für negative u. s. w. Construirt man beide Funktionen geometrisch , so 
hat die der ersten Funktion entsprechende Ctirve nur einen Zweig, die 
andere zwei congfuente Zweige. Ks Ut daher nicht für jedes a, /(»*) 
=2/*.*' Kann man sich deutlicher über die Verschiedenheit voh h und 
i/(* 2 ) aussprechen? 
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Uelber einen Satz vom Tetraeder. 

■ 

Herrn C. G. Flemming, 

Lehrer am Conradinniii kii Jenkaa bei Danzig. 



1 * , ' 

Lehrsatz, Halbirt man die sechs Kanten des Te- 
traeders und legt durch jeden Halbir ungspunkt eine 
Ebene senkrecht gegen die gegenüberliegende Kante, 
so schneiden sich diese sechs Ebenen in einem Punkte, 
welcher mit dem Schwerpunkte des Tetraeders und dem 
Mittelpunkte der um das Tetraeder beschriebenen Ku- 
sel auf einer geraden Linie liegt, und der Schwerpunkt 
liegt in der Mitte der beiden andern. 

I. Analytischer Beweis. Wenn ein Tetraeder mit einer 
Ecke in dem Anfangspunkte eines rechtwinkligen Coordinaten- 
systems liegt und die Koordinaten der andern drei Eckpunkte ac'y'z', 
zry n z" , a? H i/ tt z m heissen, so sind, wie man durch Betrachtung 
ähnlicher Dreiecke leicht sieht, die Coordinaten der Mittelpunkte 
seiner Kanten: 

iy+y), «*'+*•); 

ww), 

\(x"+x»'), W+fh m^+o. 

Als Gleichungen für die Projectionen der Kanten des Tetraeders 
. auf die xz und yz Ebene erhält man folgende : 



x — ,/ z > y — - ./ z f 

•t= :?/-:, y— .»j: 

x= -jf r z. y=z%z; 
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«-«•=7HE?(*-**>' y-y"=fe^('-*")- 

Die sechs ersten dieser Gleichungen gehören zu den Kanten, 
welche durch den Anfangspunkt sehen, die sechs letzten zu den 
drei übrigen Kanten. Um nun aie Gleichungen für die Ebenen 
aufzusuchen, von denen jede durch den Mittelpunkt einer Kante 
geht und senkrecht auf der gegenüberliegenden Kante steht, muss 
man sich erinnern, dass, wenn eine Linie auf einer Ebene senk- 
recht steht, auch die Projectionen der Linie senkrecht auf den 
Schnitten jener Ebene mit den Coordinatenebenen sein müssen. 
Ist nun die Gleichung der Ebene 

so sind 

C D 
C D 

y=-E'—B 

die Gleichungen für die Schnitte derselben mit der a-x und yz Ebene. 
Es seien ferner #=as + 6 und yz=za'z-\-ö' die Gleichungen für 
die Projectionen der Linie auf diese Coordinatenebenen, so müs- 
sen, wenn diese auf jenen senkrecht stehen sollen, die Bedin- 
gungsgleichungen 

1 C 1 c 

oder 

Az=aC und B=a'C 

statt finden. Setzt man diese Werthe für A und B in die Glei- 
chung der Ebene hinein, so erhält man 

J) 

als Gleichung für die Ebene, welche auf der gegebenen Linie 
senkrecht ist. Soll sie ausserdem noch durch einen Punkt, des- 
sen Coordinaten p, q, r sind, gehen, so müssen auch diese der 
gefundenen Gleichung genügen und daher 

ap + a'q + r + ^ = 0 
sein. Zieht man diese Gleichung von der vorigen ab, so erhalt 

man 
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«(*-?) + <»' (x- 9 ) + (2-r)=0 

als Gleichung für die Ebene, welche sowohl senkrecht auf der ge- 
gebenen Linie ist als auch durch den Punkt pqr geht. 

Setzen wir nun für pqr die oben angegebenen Ausdrücke für 
die Coordinaten der Mittelpunkte der Kanten, und für a und a! 
die Ausdrücke aus den Gleichungen der entsprechenden gegen- 
überliegenden Kante, so erhalten wir als Gleichungen für die in 
Redei stehenden sechs Ebenen , nachdem wir sie nach xyz geord- 
net haben, folgende: ■ » 

(1) x>x+y'y+z'z = \ l*'(^+a^ + y(y*-f y- r )+r'(i»+^)U 

(2) ^|+:':=^^+^) + /y^/)+:V M"U 

(3) a^+tA^ 

(4) (x '-x")xMy'-y")yW~SY+=l & n (x'-JW'(y'-f)l 

+ z">{z'-z")\ ' 

(5) (*'-*^+<y-yvK^^ 

+ z"(2'-:"0i , 

(6) (u?-x^±( 3 f-f) 9 +(i*-*')2= k{* , (* , '-* m )+y'(y , '-y , ''h 

+z'{z u -z'")S ' 

Um den Terra rechter Hand zu vereinfachen, wollen wir folgende 
Substitutionen machen: 

+ :Y' = /3'". 

Hiedurch nehmen jene sechs Gleichungen eine einfachere Gestalt 
an , nämlich : 

(2) y/* + y> y + l « I= 0±', 

(3) y»* + y^ + ^ = 21 + £; 

(4) (*'-*")*+ (y'-y'Oy + (*'-*"): =^Tf*V 



(5) 



ß'"— ß' 



(6) (.*"- *»> + <yV y»)» + (*"- = -" 



Man sieht nun sogleich , dass die drei letzten Gleichungen von 
den drei ersten abhängen, indem man diese erhält, wenn man suc- 
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cessive die zweite von der ersten, die dritte von der ersten und 
die dritte von der zweiten abzieht. Da wir also nur drei unab- 
hängige Gleichungen haben, so muss es fär jede der Coordinaten 
.rtjz einen Werth geben, welcher alle sechs Gleichungen befriedigt, 
oder die durch diese Gleichungen ausgedruckten Ebe- 
nen müssen sieb in einem Punkte schneiden. 

Wir wollen nun die drei ersten Gleichungen auflösen, um die 
Coordinaten des Schnittpunktes jener sechs Ebenen zu bestimmen. 
Damit die Rechnung vereinfacht werde, werden wir setzen: 



X* + y>2 + V* = «' , V" — 2"//" = l' , ZV — x"z'" = V , 

*"* + y"* + «' f , *Y' -y''*"'=i" > - n" > 

i? inU ;») * t , u ■ ; ,i , „ ^ , „ _ «.,„ 

** y y x — 4 » 

und uns einiger von den Relationen bedienen, welche Lagrange 
zwischen diesen Grössen aufgestellt hat, nämlich: 

(t ) n'T - Vn m = (3) *V + *V + *"Y"= 0 , 

(2) r r - rt* = v> w + *v + *"r = o , 

(5) yr+yr+/r=o, 

^ — , . ^ _ _ , 

(6) j^ = ^l±^£±P'il t (7) |y^ rv+«y+gy 



Fl' I jn _ß"n'Wn"+<J"ri 



in 




t ö J \ 2 =- J » 

* = 1 

Durch Elimination und Anwendung der fünf ersten Relationen 
Iten wir fiir die Coordinaten des Schnittpunkts 

{%'$"' 4 ß*n i @ß" -rjrH- (^'"-f/n"') 

— '"2T~~~ ' 



ta 4 
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Diese Ausdrücke lassen sich vermittelst der Relationen unter (0), 
(7) und (8) noch auf eine andere Form bringen , in welcher sie för 
unsern Zweck brauchbarer sein werden, nämlich: 



z — . , . 

Wir wollen jetzt zur Bestimmung des Mittelpunktes der um 
das Tetraeder beschriebenen Kugel übergehen. Dieser Punkt hat 
die Eigenschaft, dass er von jedem der vier Eckpunkte des Te- 
, traeders gleich weit entfernt ist. Nennen wir diese Entfernung i, 
so finden, wie man sogleich sieht, folgende Gleichungen Statt, 
wenn pqr die gesuchten Coordinaten sind: 

+*» +r 2 * , 

(P-**)* + (g-y') 2 + (r-i') 2 = « 2 , 

(^^) 2 +(y-^)H(r-^) a =i a , 

oder 

P 1 + ? 2 +r* 
P 2 +0 2 + r 2 — Sjp*' — 2 0 y -2rV =* 2 — a, 
f> 2 f7 2 + r 2 -2p^— 2^" -2«" = **^«", 
^ 2 + ^/ 2 + r a -2^ w — 2^" -2™*=**— 

Zieht man nach einander jede der drei letzten Gleichungen von 
der ersten ab, so erhält man: 



x'p +y'7 +*' r =V 



Durch Elimination und Anwendung 4er obigen Relationen ergeben 
sich ftir die gesuchten Coordinaten folgende Werthe : 
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* 

r= 2Ä • 

Um die Lage des Schwerpunktes des Tetraeders zu bestim- 
men, ist weiter nichts nothig, als den Schwerpunkt einer Seiten- 
fläche aufzusuchen, von diesem eine Linie nach der gegenüber- 
stehenden Ecke des Tetraeders zu ziehen und von dieser Ecke 
aus auf der gezogenen Linie drei Viertel derselben abzuschnei- 
den. Wendet man diese Methode an, so findet man durch ein- 
fache Betrachtungen ähnlicher Dreiecke ftir die Coordinate« des 
Schwerpunktes die Ausdrücke " ' 

«=}(*' + 

r=J(i'-|-2"+2 Vw ). 

Betrachten wir nun die Ausdrucke fiir die Coordinaten aller 
drei Punkte, die wir bestimmt haben, so sehen wir, dass folgende 
drei Gleichungen zwischen ihnen Statt finden: 

t = k(p + x), 

t> = Ur + z);. 
durch welche der obige Satz bewiesen ist. 



II. Geometrischer Beweis. Legt man durch den Halbi- 
rangspunkt jeder Kante eine Parallele mit der gegenüberliegenden 
Kante, so entsteht ein neues Tetraeder. Vou diesem gilt Fol- 
gendes : 

1) es ist dem gegebenen Tetraeder congruent; 

2) seine Kanten werden von den Kanten des andern halbirt. 

Wegen des Parallelismus der entsprechenden Kanten und also 
auch der Flächen stehen beide Tetraeder in Collineationsverwandt- 
schaft, und müssen daher einen Aehnlichkeitspunkt haben, d. h. 
einen Punkt, der zu beiden dieselbe Beziehung hat. Dass dies 
der gemeinschaftliche Schwerpunkt ist, ist leicht nachzuweisen. 
Man erhält den Schwerpunkt eines Tetraeders unter andern auf 
folgende Weise: Man schliesse von den sechs Kanten des Te- 
traeders zwei einander gegenüberliegende Kanten aus, und hal- 
bire die übrigen vier. Die vier Halhirungspunkte liegen in einer 
Ebene, die das ganze Tetraeder halbirt und durch den Schwer- 
punkt geht. Indem man immer ein anderes Paar Kanten aus- 
schliefst, kann man die Operation dreimal wiederholen. .Der 
Schnittpunkt der so erhaltenen drei Ebenen ist also der Schwer- 
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punkt. Die Ebenen sind aber beiden Tetraedern gemein', folglich 
auch der Schwerpunkt, der mithin der Aehnlichkeitspunkt ist. — 
Der Schwerpunkt hat hier also die Eigenschaft, dass er in jeder 

feraden Linie liegt, die einen beliebigen Punkt des einen Tetrae- 
ers mit dem entsprechenden des andern verbindet. Da beide 
Tetraeder congruent sind, so halbirt er den Abstand zweier 
entsprechenden Punkte. 

Unsere sechs Ebenen haben nun zu dem neuen Tetraeder 
die Beziehung, dass sie die Kanten halbiren und auf diesen Kan- 
ten selbst senkrecht stehen. Von solchen sechs Ebenen ist es 
aber bekannt, dass sie sich in einem Punkte, dem Mittelpunkte 
der um das Tetraeder beschriebenen Kugel, schneiden. Die Mit- 
telpunkte der um beide Tetraeder beschriebenen Kugeln müssen 
einander entsprechende Punkte sein, und somit ist' der Satz be- 
wiesen. 




Bemerkung über die lambertisclie 

Reihe. 

Herrn L. Schlaf Ii, 

Privntdocenten der Mathematik r,u Bern. 



■ • • ■ . 



I 



Wenn durch die Gleichung 
r tz=y«-ß — (a-ß)xy«, 

Welche mittelst der Substitution y a -ß = z die Gestalt 

erhalt, y in Function von t und x gegeben ist, so kann man mit 
Hülfe des Lag ran gesehen Satzes jede beliebige Potenz von x, 
also auch von y, nach den steigenden Potenzen von x entwickeln. 
Setzt man dann 1=1, so lassen sich die gegebene Gleichung* und 
die aus ihr hervorgehende Reihe für eine beliebige Potenz von ff 
•fiW darstellen: \*\ ' 
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or= 1 1.2 • 3 ........ 71 





lü'gels Wörterbuch, Artikel: Lam he r tisch e Reihe.) I)a- 
J ie Reihe in (2) convergire, ist nttthig und reicht hin, dass 



sei. Für den Fall eines unendlich klein werdenden m geht die 
Gleichung (-2) «her in 

io S ! ( "-I )K «•iJI.(?.- 2 )f.t.^l"."l « i (fr 1 )« ^ (:J) 

♦ 

Multiplicirt man die Reihen IV i r yv und iji r.iil einander, so muss 
das Product mit der Reihe Cur ijVSn identisch werden. Indem man 
beiderseits die Coeflicienten von x n gleich setzt, erhält mau die 
endliche Relation: 



da 172 ." . . / H»-i-V«\ß]lP Hn -i 

.-4pW(»-i-i)|S|><?['/+(^ >(-*) 
■ v 1 ^** ....[y+«+(*-l)ffl\ 

= (/?+9)(P+7+(^"l)«l^)(^-l'7|(« -2)« -K2fl....(H-y+«-f(«-l)^).' 
Wird in dieser Formel u = ß 0 gesetzt, so reducirt sie sich auf 

'=« ?#(?«— l)....(w--i + 1) . . , 

gfc^VT r,, fco I . 2 . . . . / ;> * {p 1 ' /; ' 

was der binomische Satz für ganze Exponenten ist. Wird hinge- 
gen nur « — 0 gesetzt, so geht jene Formel in den analogen Satz 
Ufr Facultäten über. Setzt man endlich « = |3=1, so verwandelt 
sich die Formel (4) in 

. d n i.i :' .. . ■ ■ i 

wo ( ) den binomischen Coeflicienten von .c' in der Entwickelung 

von (1-F#) n bezeichnet. Diese spezielle Formel (5) lässt sich auf 
elementarem Wege beweisen. Es ergiebt sich nämlich , wenn man 
nach Potenzen von q entwickelt, aU Coefficient von q m auf der 
linken Seite 

m J 2^ ^ )l>{p +w— ni—i)»-'»- in(iu + iy~ l 
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und auf der rechten 



i. 



Beide Ausdrücke sind aber vermöge der Formel (5) einander gleich, 
nenn diese bereits für alle kleinern Exponenten als n bewiesen 
ist; und für. m=0 fallen sie ohnehin zusammen. Da nun die For- 
mel (5) sich für die Werthe 1, 2 des Exponenten n sogleich veri- 
ficirt, so ist sie allgemein für jeden ganzen und positiven Werth 
von il gültig. 

Die aus der Lambertischen Reihe hervorgehende Formel (4) 
lässt sich demnach als die Vermittlung des biuoinischen Satzes 
für Facultäten und der Formel (5) ansehen , von welcher diese bei- 
den letzten Formeln nur spezielle Fälle sind. 

Der Formel (4) lässt sich übrigens noch eine andere zur Seite 
stellen, welche sich aus der Gleichung 

1 d.y* I 
y V * " q Bas p -\- q dx 

ergiebt, wenn man darin für yP , y9 f yP\i die entstehenden Reihen 
(2) substituirt und die beiderseitigen Coefticienten von x u einan- 
der gleich setzt; sie ist aber unsymmetrisch. 

Für den besondern Fall, wo a=ß—l t (wie mah sogleich, un- 
beschadet der Allgemeinheit, statt bloss a=ß, setzen darf) gehen 
die Formeln (1), (2) über in 

. i ! 

\ogy=xy, (6) 

•• • . . 

Die Reihe (7) ist convergent, wenn x <— ist, und findet daher 

c 

ihre Anwendung ohne Ausnahme für alle Systeme positiver Werthe 
von x und y , welche der Gleichung (0) genügen; denn einmal, 
wenn x reell bleiben soll, so kann y nur positiv sein; rnfti hat 

log 1/ 

aber der Quotient — für positive endliche Werthe von y ein 

V 1 

einziges Maximuni, nämlich—, welches dem Werthe y = e ent- 

spricht; daher sind diejenigen reellen Werthe von x, welche 
reellen Werthen von y entsprechen, zwischen den beiden Gren- 
zen — oc und — enthalten. — Die Formeln (6) und (7) hangen mit 

V 

folgender Aufgabe zusammen: 

\ Man soll eine Function /' von arund h finden, welche, 
wenn h als constant vorausgesetzt wird, der Gleichung 

genügt. 
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Mit Weglassung der arbiträren Integrationsconstante, die als 
Factor der gesuchten Function erscheint, kann man f(x)=e kx 
setzen, so erhält man fär die Coustante k die Bedingung 

k = e hk , oder log£=M, 

eine Gleichung, die in der Form mit (6) übereinstimmt. Setzt 
man nun in der Reihe für e hx die aus der Formel (7) tuf die ein- 
zelnen Potenzen von k sich ergebenden Werthe, so erhält man 
folgenden nach den steigenden Votenzen von h geordneten Aus- 
druck fiir f(ar): 



fix) = + -2 ( £ iVt7^ Jrr-v < 8 > 

Hier ist nun der Coefiuient ,von |— a das Product von e* mit 

1 . L ...«71 

einer ganzen rationalen Function von .r, die mit dem Term 
(wt+l) B ~ 1 ar anfangt und mit dem Term \x n endigt. Denn wenn 
man die beiden unendlichen Keinen 

■ j 

J ~l - + 1.2 1. 2.3 + 1.2.3.4 ' • ' 

I x+ 1.2 x b 1.2.3 .•*+"'• 

mit einander multiplicirt, so bekommt in der Entwicklung des Pro- 
ducts die Potenz ar°* den Coelhcienten 

i== T\ iv («»+»-0— 1 

fco * ' JK.JI(m— *-!)' 

welche Summe bekanntlich verschwindet , wenn n — ] — 1 ist, 
und fiir n — 1=7« — 1 den Werth +1 erhält. Demnach gestaltet 
sich nun die Gleichung (8) so: 

h h* A s 



Man kann auch auf folgendem analytischen Wege zu der Lo- 

df(x) * • 

sung (9) der Gleichung = f(x + A) gelangen. Es sei zunächst 

f{*-)= n u £'tnh«, (10) 

I 

so folgt 



9* /•(*)_"=" s< ««,„ 



Digitized by Google 



336 



Es ist aber . . / 

* 

also durch Substitution der Reihen für die einzelnen Differential 
coefli( ieoten von f(x) 

/v 7 n=o Vfc=o 1.2....(it— -i) ftr»-« / 
also, wenn man den Coeflicienten von h n in dieser Keine demje- 
nigen in der Reihe für gleich setzt 



dx 

diin __ *=* 1 B*-*m 
dx i—o Il{n — i) dx n -*' 



OD 



du 

Man suche nun ^— durch die ursprünglichen Functionen u.u ly . .u n 
auszudrücken. Die Formel (11) giebt nach und nach: 

du d m u j 

d7v = u > dx^= U > 



BX -»TU fo. 

0% 3 o^w., /?i(m + 2) m 

So gelangt man durch Induction zu der Formel: 

d m un _ ; ~ n m{m+ n — A) n ~*— 1 % 
dx>"—£o 1.2.3....(w — X) u ' 

Gesetzt nun, diese Formel sei für alle Differentiiilcoefficienten der 
Functionen i/j . u. z , .... und für die Function u n bis zum //tten 
Differentialcoefücienten iuclusive bewiesen, so substituire man die 

Werthe, welche dieselbe für fa^^—f 8 ieü ^» Hl der aus (ü) her- 
fliessenden Gleichung 



•i .. 



dx**+ * ~ /=„ 1 . 2 . ...7^7) ; 
dann wird 

Für ein constantes X geht i von A. bis w; wenn man daher die 
Ordnung der Summatinnen vertauscht und dann i=X-\-fi setzt, 
so wird 
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Somit wäre die Richtigkeit der Formel (12) auch für den (m+l)ten 
Dtfferentialcoefiicienten von Un bewiesen. Da die gemachten 
Schlüsse auch fär m — 0 ihre Geltung behalten, und da die For- 
mel (12) för n — 1, 2 bereits verificirt ist, so ist ihre allgemeine 
Richtigkeit als bewiesen anzusehen. 

Wenn man nun die drei ersten der Gleichungen (12) vollstän- 
dig integrirt, so erhält man 

u =. Ce' y 

u l = Ce*.x+C 1 e* 9 

% = Ce* (lx + \x*) + C i e*.x + C t e*; 

durch jede neue Integration wird auch eine neue arbiträre Con- 
8tante C m eingeführt, welche in allen folgenden Integralgleichun- 
gen erscheint. Man kann aber auch soifntegiiren, dass u x , u^ 9 etc. 
gleichzeitig mit x verschwinden, was so viel ist, als wenn man 
alle 1 übrigen arbiträren Constanten ausser C gleich Null setzt. 
Man kann ferner u = ux = i^.... = f*r— 1~0 setzen und dann die 

Gleichung för und alle folgenden so integriren, dass fär ar=0 

nur u r nicht verschwindet, sondern — Cr wprfl, während alle fol- 
genden Functionen «r+i, w r + 2> etc. zugleich mit x verschwinden, 
was so viel ist, als wenn man alle übrigen arbiträren Constanten 
ausser Cr gleich Null setzt Im letztern Falle braucht man nur in 
der Formel (\%) * und 1 in n + r und A + r, übergehen zu lassen, 
um einzusehen, dass die Folge der Functionen 



Ur, «r+i, ttr+4, « r +ä, *tC. , 



■ 



abgesehen vom arbiträren Factor Cr, genau mit der Folge der 
Functionen 

u, Mi, w», «3, etc. 

* > ' ' 1*1,. 

übereinstimmt, wenn diese unter der frühern Voraussetzung, dass 
tf i> •*»»•••• zugleich mit x verschwinden, berechnet sind. Wenn 
Dan V den Werth bezeichnet, welchen f(x) in der Formel (10) 
unter der Annahme, dass für x=z0, «=1, ti 1 =^i£ 2 =ii s =....=0 
werde, erhält, so ist nach dem Vorigen der allgemeine Ausdruck 
för f(x) : 

/ W =F(C+QÄ + ^+q > Ä» + etc.V ' - ^ 




Aus (12$ folgt ffir ro=i 
Theil X. 
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dnn_*y 1.(1 -f n-A)«-*- 1 
Bx A=o 1.2. 3... .(w— X) u *' 

Setzt man hierin un=u.Zn, so wird die Gleichung durch u theilbar 
und reducirt sich auf 

^ a Ätio M (l3) 

wo für Zq immer 1 zu setzen ist; also 

SS T 1=1 " 



a* 4 3 A 53 

aar"" 28 + 1.2 22+ 1.2.3 21 +1.2.3.4" 

U. 8. f. 



. . J I 

Man integrire diese Gleichungen von .r=0 an und substituire die 
Resultate in (10), so wird 



f(x) = Ce* ( 1 + z t h +r 2 A 2 + i 3 A 3 + etc. } , 



I! 



wo i n eine ganze rationale Function nten Grades von x ist Wenn 
man nun allgemeine Formeln für die Coefficienten der Potenzen 
von x in dieser Function z n sucht, so sieht man sich zur Glei- 
chung (8) zurückgeführt. 

Schliesslich möge erwähnt werden, dass die Gleichung 



der geometrischen Aufgabe entspricht, eine ihrer Evolute 
ähnliche Curve zu finden, aber so, dass diejenigen 
Punkte der Evolute, welche bestimmten Punkten der 
Evolvente vermöge der Aehnlichkeit entsprechen, die- 
sen nicht zugleich als Krümmungsmittelpunkte Zubehö- 
ren, sondern um einen constanten Drehungswinkel von 

x ■ 

diesen letztern entfernt sind. Bezeichnet nämlich — den 

a 

Winkel, den die Tangente der Evolvente mit einer festen Rich- 
tung bildet, und f(x) den zu diesem Winkel gehörenden Bogen 
derselben Curve, so drückt obige Gleichung aus, dass der Krüm- 
mungshalbmesser der Evolvente, d. i. der Bogen der Evolute, 
«mal so gross sei als derjenige Bogen der Evolvente, welcher zu 

h 

dem um den constanten Unterschied — vermehrten Winkel der 

a 
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Tangente gehurt. Da die logarithmische Spirale stets sich selbst 
ähnlich and ähnlich liegend bleibt, wenn sie um ihren Pol gedreht 
wird, so ist ihr auch ihre Evolute in dem oben ausgesprochenen 
Sinne ähnlich. — Indess scheint doch die Gleichung f(x) = 
wo = keine ganz allgemeine Lösung der Aufgabe zu enthal- 
ten, wenn nur der reelle Werth von k berücksichtigt wird. Die 
transcendente Gleichung d th =k hat nämlich ausser der betrach- 
teten reellen hoch unzählige imaginäre Wurzeln , so (lass 

f(x) = ZCe k * 

«resetzt werden darf. Man braucht nur zu zweien conjugirten ima- 
ginären Werthen von k auch für die zugehörigen arbiträren Con- 
stanten stets conjugirte imaginäre Werthe zu nehmen, um für 
f(x) einen reellen Ausdruck zu erhalten. Da bei dieser Losung 
eine unendliche Menge arbiträrer Constanten auftreten, so liegt 
die Vermutbung nahe, die ganz allgemeine Losung der Aufgabe 
mochte eine arbiträre Function impliciren. 

Sucht man die Curve, welche ihrer orten Evolute in dem obi- 
gen Sinne ähnlich ist,, so wird man auf die Gleichung 



gefährt, welche durch das System der Gleichungen 

P h 



P="«»{t + —)> 



qh 2wr\ 

f(x) = ZeP* (A cos qx + B sin qx) 

befriedigt wird, wo das Zeichen £ eine doppelte Summe bezeich- 
net, die sich einesteils auf den Fortschritt der ganzen positiven 

Zahl n von 0 bis g- oder (je nachdem a gerade oder unge- 
rade ist), andemtheils auf die unendliche Anzahl von zusammen- . 
gehörigen Werthen bezieht, welche-/? und q vermöge der beiden 
ersten Gleichungen haben können, und wo A, B die zu Jedem 
einzelnen Systeme von Werthen für w, p, q gehörenden arbiträren 
Constanten bezeichnen. Wenn aber die Function f(x) für ein 
verschwindendes h continuirlich bleiben soll, so muss die Doppel- 
samme auf eine endliche einfache Summe beschränkt werden, die 
sich nur auf den Fortschritt von n bezieht. Es muss nämlich 

f(x) = 2Cei"* 

gesetzt werden, wo r eine Wurzel der Gleichung r« — 1=0 und k 
diejenige Lösung der Gleichung 

log k rh 

k ~~ et 

22* 
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bezeichnet, Rh* welche zugleich auch 

• • '.!.•« I! . . . » !•'.'•'. Ii 'i • M •'• •••• 



Ii 



n=i 1.2.0....W tt* 



■ ••• 



ist, und wo das Summenzeichen sich auf die o Systeme von r, 
von it, einer, zugehörigen Function von — , und von 'der arbiträ- 
ren Constante C bezieht. 



• • • 



• • • 



Uebungsaufgabeii für Schuler. 



Von dem 

Herrn Professor Dr. O. Schlö milch 

an der Universität zu Jena. 
Man soll beweisen, dass 

n~^r-^^ xr = —e-*» f % die-** 
Jo + a Job 

ist, wo nun das Integral rechts 

f 

/»» Y**b V~jr f*ab 

= / dt e~* - I die-* — \--\ dte-r 

t/ o U o * J o 



i < 



numerisch berechnet werden kann, da bekanntlich schon Kramp 
eine Tafel för 



aufgestellt hat. 



f. 



dt<r~* 



k k 

Es bezeichne (\ die Summe der Zahlen 1, 2, 3, Cotlie 
Summe der in denselben liegenden Amben, jede Ambe als Pro- 
dukt betrachtet, die Ternensumme u. s. f., überhaupt C» die 
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Summe der Combinationen ster Classe ohne Wiederholungen aus 
den Elementen 1, 2,.... £, wobei jede Combination als Produkt 
gilt, ferner sei m eine positive ganze Zahl >1; man soll nun 
zeigen, dass sich die Reihe 

J-+JL + A+JL+ 

]m ' 2 m 3 rn i m 

auf folgende Gestalt bringen iSsst : 

1 |~ 1 1 m - 1 1 « 

1 »Ml ~| 

+ m (m + 1) (m~+2)* + -T 

deren allgemeines Glied 

1 

m(in + l)....(7»+j-l)(wt+5) 2 

ist Für m=2 erhält man wegen £if 1 =1.2...(*+1) eine blosse 
Identität, fiir m>2 dagegen scheint <He zweite Reihe rascher 
zu convergiren als die erste und deshalb die Transformation selbst 
nicht nutzlos zu sein. - - 



. , . Von dem 

Herrn Doctor J. Diengcr 1 ;' 

Lehrer der Mathematik und Physik an der höheren Bürgerschule zu 

Sinsheim bei Heidelberg 

Es ist 



t * « * 




• > » tu ■ 

• i 



sin — 



Ff) 



2 



für n>0 und <4 



Es ist- 



s: 



(2**— a*— 6 a )8* 



' "Vi I . 

\ 

7C 



wenn o C,a. 



• . ■ 



. ; In. 
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Wenn F(ar-f *y)= f/ + iV, so ist immer. 

I«.«! • . ' . k • |*'«lt!*«J||4i i IM|i 

?!^ = _ 8 L f; , n .Ii... 

&r 2 ö# 2 ' &r 2 öy 2 



Es ist 



7f 



/»2 7C 

cos (« tg <jp) 9(p = g c~ a . 



Iii «-.Vi:» 



. . * • • • • . .. •*$ I.. 

¥¥Y¥T 



.»■•*« - . • • t, 

in i s c e 1 1 e n. 



* * 
. « 



Von dem 

Herrn Professor Dr. O. Sehl 6 milch 

an der Universität zu Jena. 



4 I 



Die Summe der Reihe l n -f 2 n + 3 n 4-.... + r n lässt sich bekannt- 
lich in Gestalt einer nach Potenzen von r verlaufenden Reihe dar- 
stellen, und man zeigt diess gewöhnlich mit Hülfe einer der io ver- 
fall Differenzenrechnung angehörigen Formel; es scheint dagegen 
noch nicht bemerkt worden zu sein, dass man zu demselben Re- 
sultate auf einem ungleich einfacheren Wege gelangen kann. Be- 
zeichnen wir nämlich mit f{x) die Summe der Reihe 

e* + + + -f-e r *, (1) 

so ist durch nmalige Differenziation nach x 

f(n) ( x ) — lng* 4-2» e 2 * +3»ß3*-f- .... -f- r n e rx , 

• * * X 

und folglich für x = 0 

/•(«)(0)=:l«+2»-f3 n + ... + r». / (2) 

Hieraus geht hervor, dass es nur darauf, ankommen würde, den 
j/ten Differenzialquotientcn der Funktion f(x) zu entwickeln, was 
auf folgende sehr leichte Weise bewerkstelligt werden kann. 
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Bringt man die bekannte Formel für die Summirung der* geo- 
metrischen Progression in Anwendung, indem man die Exponen- 
tialerösse e* an die Stelle des Prpgressiorisexponenten setzt, so 
findet man leicht 

e* + a** + e** + = jj^j e* 

wofür wir schreiben wollen 

/(*) = _,. j—3 , % . (3) 



was offenbar mit dem Vorhergehenden zusammen lallt. Wenn nun 
überhaupt f(x)=<p(x)ty(x) ist, so gilt bekanntlich die Formel 

fW (x) = w 0 V W (x) y(x) + y <»- 1 > (x) t '(*) 
nnd für X~0 

+ n Ä g)(»-»)(0)V / (0)+....j- 

Diess lässt sich leicht auf unseren Fall anwenden , indem man 

e rs — 1 x 

— ~ — > V(z) = i _ (5) 



nimmt, und man erhält dann Folgendes. 

1. Vermöge der bekannten Reihe für e rx ist 

?(*)=r[]- + ^ + ] ^r 5 +....] 

und folglich für ein ganzes positives p 

*W<0)=£j^... ' (6) 

2. Nimmt man in der bekannten, fär 2w>s> — 2* geltenden 
Reihe : 

, #1 _i B^z Rh* 

worin B li B 3i 2? 6 ,... die ßernoullischeo Zahlen bedeuten, x=xV^-h 
«o wird 



— e-i* 

1.2 "1.2.3.4 + 1.2..7B"" 
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Stellt man die linke Seite in die Form 

x 

multiplicirt darauf mit x und transponirt — ^ » so ergiebt sich 

^) = rZ^- 1 +2 + "lTi"""1.2.3.4 + 
und hieraus findet man der Reihe nach 

i//(0) = l, V(0)=i; 
^(7)(0.) = (— i)^ 1 /?,-! für jedes gerade y>0, 
i/;(9)(0) = 0 für jedes ungerade y> I. 



Substituiren wir jetzt in die Gleichung (5) das, was die Forme 
(6) für p=n, n — 1, 7i — 2,.... und die vorstehende für qr = 2, 3,4,.... 
giebt, so gelangt man zu der Gleichung 

' l» + 2" + 3»+.... +r» 

r n+l r n-l r n-3 ^n-ö 

= ,7+1 + ir " + "* ßl »7=1 ~ n * Bs 77=3 + n « Ä »77=5 - 
ud diese enthält die vollständige Lösung unserer Aufgabe. 

h i . ; : !t |»MI |tjlH.i • 



I • 



- w . , .»In 



(in ... • • " 



: \ • . : 

; .HO).. * . * .....t\ . |*« 



t 1 • •• »• , i 



y Google 
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XXXVII. 

Heber die Auflösung reiner Gleichun- 
gen, insbesondere solcher des dritten 
Orades durch Kettenbrüche. 

Von dem* 

Herrn Doctör |E1. W. ! Grebe, 

Gymnasiallehrer zu Cassel. 

i- "i t / » 

,• f . s ■ i — . : ( . 

In der Gleichung a!* — D wollen wir nicht allein n, sondern 
auch D als eine positive ganze Zahl Toraussetzen , und nun die 
reelle positive Wurzel dieser Gleichung, die wir uns jedoch nur 
als irrational denken und mit x 0 bezeichnen wollen, durch den 
gemeinen Kettenbruch 



[1] *o=9xl± r 



ffi "f 

ausdrücken , zugleich aber auch die Näherungswerthe dieses Ket- 
tenbruchs durch j. 



«1 «1 «< 



1 

Bezeichnen wir den auf gt noch folgenden Kettenbruch durch — $ 
so ist für iifO 

[2] \ 1 
Daher ist insbesondere 

1 

Thell X. 23 
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•v ;r 

x — * — BQ-'ffl __^l J? 0~ g l 

Der allgemeinere Satz 

[3] xi = bi - lX °~7 at -\ 

welcher hiernach für t=2, und, wenn man, wie zu geschehen 
pflegt, a_!=0, 6-i=l, a 0 '=l, b 0 =0 setzt, auch für i=0 und 
i=l richtig ist, Iässt sich leicht durch den Schluss von t auf 
i+1 beweisen. Setzt man nämlich in die zweite Formel [2] den 
Werth [3] und reducirt, so erhält man 

Of.r 0 — »g/ 

woraus das zu Beweisende durch Anwendung der bekannten 
Formeln 



sogleich folgt. Fast noch einfacher hätte man sich von der Rich- 
tigkeit der Formel [3] überzeugen können, wenn man von 

zu 



übergegangen wäre, und nun diese letzte Gleichung nach xi aul- 
gelöst hätte. 

In [3] Iässt sich nun der Bruch rechts vom Gleichheitszeichen 

mit 

ff»"- 1 + a, n - a 6,Mr 0 + a, n - 8 6 l a a- 0 a +.... 
.... + Ci 2 6,»- 3 ^o n ~ 3 + ai^i^^o^ + Ä,»- 1 ^,"- 1 

erweitern. Setzen wir aber der Kürze wegen 

[4] a/>-bt*D = (~l)*Ai, 
[5] 6«»-^ f _, Z>— « tf «-i^-i = (— 

so erhalten wir durch die angedeutete Erweiterung, bei deren 
Ausführung in Beziehung auf den Zähler Wir noch den bekannten 
Satz aibi-i—at-ibi=z( — 1)' berücksichtigen müssen, 

[6] Xi= _ _ 



» 
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Man, kann jedoch auch den Bruch in, [3] mit 

i 

erweitern. Alsdann ergibt sich auf ähnliche Weise, wenn man 
Doch \ t 

[7] ö^öiD-aZla^-W 

setzt, 

[8] ^ = — — *<=l 

Jetzt lassen sich die Formeln. 



iöf«- 1 = A,- + 6,_ l , 

leicht beweisen, wenn man ki jeder derselben auf der rechten 
fceite das den Gleichungen [4], {5] und [7] Entsprechende setzt 
und dann reducirf. 

Weil för ein ungerades t g*<* 0 und för ein gerades i ^>* 0 , 
hLd St *fckü me - P ositiv ' y° n hi und /f 80,i in dieser Beziehung 



bald nachher die Rede sein. 

Setzt man in [6] statt a: a überall den Näherungswerth so 

setzt man, wenn i ungerade ist, zu wenig, dagegen, wenn t ge- 
rade ist, zu viel. Bezeichnen wir den be^an^enen Fehler absolut 
genommen durch ar, so erhalten wir statt' [6] 

[toj «,= b ' ir - 

Benutzen wir auf ähnliche Weise den Näherungswerth r^L bei 
[8], so ergibt sich 

[Jl] *,.„-^*!=l__ . 

Man hätte aber auch in [6] sowohl, als in [8], zuerst x^=z D _ , 



*° -^5^i*"-*o = i 0 ** =V und dann «tatt jedes neu 

23* 



Digitized by Google 



348 

aufgetretenen x 0 den Näherungswerth, dort liier —^/setzen 

können. Heissen" die so begangenen absoluten Fehler p< und ßi- x , 
so hat man 



„ - + l-iYßl + *l 
[V2] x ,= ~ki * 

f,3] - („-I^-X' • 

■» 

Wenden wir bei den Gleichungen [10], [11], [12] und [13] 
die Formeln in [9] der Reihe nach zu Substitutionen an, so er- 
halten wir 

nhi (»—1)6/- ! (— l) 'g t - 

1 (n-l)6i nlj (-1)'«^ 
* f 6i-, A*«-, ' 

nhi . («-l)g^ , MM ! 

/ 

— i — . — '- — - - — . ^ ' ;; n.;, • i 



[14] 



l_(n-l)a. nh (-l)'fr^ . 
T,- o,_, *<_, 

■ * k > 



Eine wichtige Folgerung, die sich aus der Vergleichuttg der 
ersten und dritten Formel in [14] ergibt, ist nun die, dass der 
(irrationale) Werth von Xi immer zwischen die rationalen Grenzen 



l)fa-i , nhi (n— l)ai-t 
ki + bi un ki + ci" 



n — 1 

fölit. D iese Grenzen« deren Abstand ist, rucken mit dem 

Wachsen von t immer näher an einander. Wir wollen dieselben 
indessen noch auf andere Weise ausdrücken. Da 

so ist 

a« 



und 1 - 

«4-1 1 



, ' «4 , 



«4-J 

Durch wiederholte Anwendung des letzten Gesetzes bekommt man 
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<*i ""5Ti + 



* * 

und mit Hülfe ähnlicher Schlüsse 



92 



Bezeichnen wir diese eben erhaltenen Kettenbrüche einmal durch 

i ,1 ^h.,.. . ' . • *Af n— 1 wA,- .« — 1 

und , so fallt x% zwischen -7 — I und — I • 

gi.... , 2 Ki ffi.... 2 ki gi». 1 

Ist nun »=2, so hat man / 



• • .» 
1... 



nhi n— 1 



[iß] < ■ • »• 



!•... , 



4 



Diese Formeln setzen uns in den Stand, sobald die Rechnung 
einmal im Gange ist, die erosste in Xi enthaltene ganze Zahl gi\ x 
aus gi, Ai und ki mit Sicherheit zu ermitteln. 

Zu einer andern Grenzbestimniung führt auch die Vergleichung 
der zweiten und vierten Formel in [14] , welche wir jedoch über- 
gehen, da die Ausdrücke minder orauchbar för die Anwendung 
werden. 

Eine einfache zwischen' 37, k, h und / stattfindende Relation 
ergibt sich durch die Verbindung von [6] und [8]. Erhöht man 
in der zuletzt angeführten Formel alle Indices um eine Einheit, so 
stimmen die «rationalen Glieder beider Formeln Überein. Drückt 
man dieselben auf doppelte Weise aus, so ist 

■ 

■ 

Macht man nun eine Substitution aus der ersten Formel [2], so 
erhält man 

[16] #+1 ^ - In f = U+ x . 



( Es lässt sich nun auch die Frage über den positiven oder ne- 
gativen Werth von Ii und Arentscheiden. Nach [14] ist» wenn 
wir unter gi.... gewisse zwischen gi.... x und 4 fallende Werth e 
verstehen, 

nhi . n — 1 

*i r == TT + 



1 .•«.. 



h gi 

i7 
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daher 



[17] 



nhi w — 1 

-j— —Xi — — 

m gi.... 

nh 1 



Der letztere der beiden Ausdrucke in [1.7] ist nun, wie man sich 
leicht uberzeugt, stets positiv, datier hat auch h diese Eigen- 
schaft; der erstere aber kann positiv, negativ und auch null sein. 

• 0, jenachdera äugt .... 

> .- < < 

Für n=2 ist die Bedingung a?i^»-....>»~l immer erfüllt, also 
unter dieser Voraussetzung stets positiv. Für w=3 kann hi nur 
dann null oder negativ sein, wenn sowohl gj als Qt+\ =1, jedoch 
bleibt auch selbst in diesem Falk ein positiver Wertn von hi noch 
möglich. 

Für n = 2 wird auch hi = hy wie aus [5] und [7] sofort er- 
hellt, und aus [6] und [8] ergibt sich -aManu 



* l ~ Ja — ki \ . 

Xx ~~ x 0 —k ~"x 0 - hi ' 
woraus weher durch Verbindung 

und dann durch Reduction und Einführung von D 

[18] Z>=Äi*+*«*i-i 

folgt. 

Für n=3 erhalt man aus [6] und [8] 



[19] 



Xi- ^ 

ki-i 

f * ~~ ai-i fo-i ^o 8 — ^ 



■ ■ 



Setzt man auch hier die beiden Werth« rechter Hand gleich und 
reductrt, ee erhalt man 

0 = aibi-y D -f ai-t hix 0 + ui Äi-x Xq* 
+ ai- x biJ) j- bibi-i Dx 0 -f bi-i fax^ 

— hiU — ailix 0 — btliX 0 * 

— *iki- u 
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woräus wegen der Irrationalität vonx 0 die drei Gleichungen folgen : 
hi h + h ki- x = (oi bi- x f* bt) D, 

6i fr = <w ßf-i -f- A|. 



( hi h -M< /'i-, =(oi bi-! \-m- x bi)D, , v 

j m /< = af-, A,- + bi i bi- x D, { , 

\ bt h = at fl<_. 4- Ar-. Ar. 



Für höhere Werth e von h kann man zwar ähnliche Formeln 
ableiten, doch zeichnen sich dieselben nicht durch besondere Ein- 
fachheit au«. 

Wir wollen jetzt eine allgemeinere Bezeichnung einführen, in 
Beziehung auf welche die bisner mit k t h und / bezeichneten Zah- 
len nur besondere Fülle sind. Es soll nämlich jetzt dem Symbol 

(n \ die Bedeutung beigelegt werden, dass 

/ \ ! ( > i \ t \ 



wlpbej r null und jede positive ganze Zahl, die ^ n ist, bedeu- 
ten kann. 



Es ist alsdann 



PS] 




■■■ 



Substituirt man nun auf der rechten Seite von €21] unter An- 
wendung, des binomischen Lehrsatzes statt bi und bezüglich 
bi— 1,07-f ß|_ t und di-igi+ai-i, ordnet dann das Ganse nach Po- 
tenzeo von oy, reducirt und hebt mit 1)«' auf, so erhalt man 

Diese Gleichung heisst, wenn man statt r fiberall n schreibt, 
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Benutzt man die Formel [2^] , unj nach und nach ('*)' 

(jf)> u « s - his zu (j*^ > dessen negativen Werth mau in [24] 
hat, auszudrucken, multiplicirt dann den ersten dieser Ausdrucke 
mit + den zweiten mit — den dritten mit -f *^" ^ V »*~ a » 

u. s. w., den vorletzten mit ( — 1)"-- 1 ffi, den letzten endlich mit 
(— 1)", und addirt diese Producte sämmtlich ; so hebt sich rechts 
vom Gleichheitszeichen, wo man die Entwickelung von 
zu beachten hat, Alles mit Ausnahme des letzten Gliedes 

(— 1)"— 1 au f> un d man hat also 

_ • {) 

[»] (- 1)»-» (.«,) = (») g .« - +"-xrO*'*~ I - 



Für die speciellen Werthe 2, 3 und 4 von n ergeben sich 
noch folgende Formelgruppen, die wir bemerken wollen. Aus [23] 



[26] 



CD-CÜ-CÖ 
(9=+ (i>+<i)"^J 



(Ö=-(A>-GJ 

[27] 1 ß)=-(Ak-(A>-CA) 
6) - + (A>- + »(&).*■ + 3 Gö + 

0)=-(i>-(A): 

(9--Ci)*'-*(2>^»G*>-(A) 

ö)= * CA)*' 4 4 (i>iH eQ.) ^ + (JJ 



[28] 



Fem 



er ans [25] 
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(CD— CD^KfV-CD 

( ÜD=-G> 4 +<f> i -Ö> i +G)^-6) 



Durch Verbindung der zweiten Gleichung in [26] mit der ersten 
in [29] durch Addition und Subtraction leitet man unter Berück- 
sichtigung des sich aus [22] ergebenden Satzes 




so wie endlich aus der Verbindung von [28] und [29] 




Potenzirt man die oben In dem Beweise für [3] bereits er- 
wähnte Gleichung 
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mit « und reducirt, so erhält man 



[34] o=(*y#* + ~ C? 1 )^^ i +-f^ n ?0* i ^ H "" 

* 

Es ist also insbesondere auch 

[35] j 0=(J)«« + 8(3)*,t+3(4)* + ([}), 

°= C0^ 4+4 CÖ*'* +6 CÖ* ,a+4 C0* + CD 

Wenden wir uns nach diesen Ergehungen anf allgemeinem Ge- 
biete zu der Verwandlung der Cubikwurzeln aus ganzen Irrational- 
zahlen in Kettenbrüche, so werden wir auch wieder der Bezeich- 
nung der hier ip Betracht kommenden Zahlen durch k, h und / 
als "der bequemeren den Vorzug geben. 

Die grosste in yD steckende ganze Zahl wird offenbar g v 
Da nun der erste NSherungsbruch ^ l ist, so hat man a l z=g i , 

6j=l und weiter in Gemässbeit der Formeln [7], [51 und [4J 
l l =.g ls h x = g x * t k x —D — g x 9 . Nach der Folgerung aus [1 4] toiuss 

nun x x zwischen -A und liegen, und g tt welches die 

1 i yi 

grosste in x x enthaltene ganze Zahl ist, ist ^ -j-^, jedenfalls aber 

3/L 2 ! 
< -| sein. Es bleibt hier, namentlich bei kleinen Werthen von 

gi , oft die Wahl zwischen zwei ganzen Zahlen als Bewerbern um 
<fc, ein Fall, der sich auch bei einem grösseren Index ereignen 
kann. Man probire alsdann, halte aber bei allen Proben zur Be- 
stimmung eines gi bei Kettenbnichen folgende Regel fest: war 
gi zu poss, so ergibt sich später gi+ t negativ; war gt zu klein, 
so ergibt sich als Null. Aus g^ und den früher gefundenen 
Zahlen folgt ^ nach [16] oder der ersten Formel in ß'"]» h% un ^ 
k* ist durch die zweite und dritte Formel in [27] bestimmt 
üeberhaupt kann nun immer das neue gt mit Hülfe von [15], das 
neue /<, m und kt durch [27] gefunden werden. Jedes weitere a t - 
und bi wird nach den Formein 0i = ai- x gi+ m-* und bi — bi- x Qi 
-f «V-t berechnet. Für den practischen Gebrauch haben sieb nur 
die aus [27] leicht abzuleitenden Formeln 
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[36] j Ai= (fc — Ai_i) ^, — Ä-i, 

■ 

ils die bequemsten bewährt 

Die hier folgende Tabelle etthält itir alle ganzen Zahlen, die 
kleiner als d4 und Dir die CebÜcivnrzel irrational sind, efne Zu- 
sammenstellung der Werthe von §u U, hi, a t - und bt 9 i von 1 
bis 10 genommen. Ich behalte mir vor, über die Zahlen dieser 
Tabelle, welche ich nach der sorgfältigen Controle, der ich die- 
selben unterworfen habe, als ganz frei von Rechnungsfehlern be- 
trachten darf, später noch weitere Bemerkungen zu machen. .Hier 
•ei nur mit Rucksiel t auf die Anmerkung 4) des Herrn Seeling 
im VIII. Theile des Archivs, Seite 80. unten, auf den Wertn 

•3=0 bei V49 aufmerksam gemacht 



Digitized by Google 



357 





*"* 


**• 




^» 


*5 








ar- 






^ 1 


< 




(— • 


CO 
























fr« 






© 


IC 


(— * 


-. 

IC 




kC 


CO 




co 




tc 




CS 


C* 


IC 






CO 

• 


CO 


Ol 




Ol 


Ol 


IC 


CO 


d 


OD 


i— * 

IC 


OD 


OD 


IC 






IC 


1—1 

Co 


Ol 


Ol 


tc 


*± 


1 

rfS 

1 


CD 


Ol 
CO 


OD 


© 


IC 


Ol 


CO 


Ol 
CO 


OD 


^1 

CO 


CO 




Ol 


i 

1 

u 


IC 


CO 


tc 


Ol 




© 


^— 


1— l 


IC 
(— 1 


tc 

IC 

V* 


© 


CO 


© 

I 


■l — . 




>>-* 


s 


IC 


CO 




CO 

W 
>— 1 




CD 

Ol 
CD 


CO 

© 




CO 




K 


IC 

: *£> 


S 


& 


IC 

s 


IC 


OD 


>u 
cs 


co 


Ol 




et 




OD 

L_ 






T * i 


Ol 
CO 
CD 


I 

Ol 


CO 


CD 


IC 

OD 


IC 

Ol 


s 

<D 


Ol 

C* 1 
Ol 


2189 


Ol 


CD 


r 


| 


o 

10 


OD 

© 


tc 




s 


-1 


.1-. 

<% 

OD 


n-* 

IC 
IC 

© 


1 

OD 


Ol 

© 

IC 




5 



Digitized by Google 



3S8 





* ! 























IC 


1 

1— - 


co 


C'i 


N- 10 


11 j 33 


IC 




CO 
Ol 




© w 

1 




c» 


•V* 

"V* 


■V* 
^* 


IC 


»■ 

•VI 

CO 


IC 

Ca 


E 


- 

1 • 

CO 




r 


OD 


te 




W-/ 

CO 


co 


p 

1 ! 


ic 


> 

i 

tc 

IC 

5 


Kl/ 
Ci 


IC 

C'i 

s 




1 


CO 

co 


00 
v^ 

"v* 


CS 
(X 
tc 

c 


•V* 

SC 

CO 


^ 00 



IC 



CT 



CT 



IC 



feO 



IC 



tc 



co 



KS 

o 



IC 



IC 



CO 



tc 

Ol 

tc 



IC 

CO 

er. 



C'i 



tc 

Ol 



•vi 



Ol 



oo 



Ol 



CO 



:1 

oo 



IC 
CO 

CO 

oi 



IC 

co 

IC 
IC 



C5 
CO 



CO 

co 



§ 

CO 



IC 
CO 
•vf 

00 
d 

tc 



IC 



tc 

Iw 



4- 

tc 



CO 



er. 



IC 



C5 
Ol 
CO 
Ol 
00 



OD 



00 
IC 



Ol 



^1 

CO 

•vi 



IC 

S?* 

CO 



CO 



CO 

co 
Ol 
oi 



Ol 





tc 


00 


tc 


IC 


■vi 


o 


sc 


CO 


CK 


v* 


IC 


CO 





00 
IC 



IC 
IC 



j CO 

i Co 
CO 

IC IC 



oi 

IC | §c 
© I »v| 



00 
CO 
M 



Digitized by Google j 



359 



1- 

© 





1 * 


sr- 








r | 






— . 


SP- 


SP" 








- 


i>s 

1 




- 


KS 


KS 


— 




— 


IC 


KS 

1 




KS 


KS 




— 


KS 

Ol 


Cd 


© 




KS 


KS 




© 


— 

CO 

1 


CO 

VI 

1 


IC 

KS 


00 

1 


© 


KS 


>s 

• - 


ex 

KS 




© 


I 


KS 


CO 




— 

CO 


KS 
00 


00 


CT 
KS 


CT 
IC 


IC 




r 

10 


© 

© 


g 


oo 


KS 

1 


oo 


— 




KS 
CO 


IC 

s 


© 
et 

CT 


— 

© 


© 


© 


- 


N 


— 

co 


KS 
CT 

co 
© 


1 

l>S 

© 

65 


KS 
— 




CT 




CO 

© 


KS 
© 

co 


1 

00 

© 

CO 


1 

CT 


— 

00 
CT 




CT 


• — 

6 


>— 

CO 
^* 

— 


CT 
KS 

8 


OO 

s 


KS 
OO 
KS 
CO 




© 




KS 

© 


CT 

§ 

1 


— 

CO 
KS 
KS 


CT 
© 
00 


00 

s 


— 


© 


— 

— 


IC 

CO 

Sc 


i 


1 


C^ 




•4 




© 
+* 


© 




KS 
CO 

g 


KS 
— 

i 


KS 


vi 


>0 


1 


© 
© 

© 


g 

VI 


— 

© 

KS 
CO 
»-* 


>— 


00 




KS 
00 

ct 


© 

© 
— 


CO 

s 

SS 


© 

co 
© 


i 


4- 


00 


VI 
r. 


KS 

IC 




IC 

oo 


— 

Ol 








CO 

CT 

KS 
© 


© 

CO 


co 
© 

i 


CO 
CO 

i 


KS 

p» 

KS 

S 




© 


— 


KS 
v » 

CO 
KS 


co 

ci 

CO 


1 

OD 
■vi 
KS 
© 


69 
KS 

KS 




— 

© 




5 

1 KS 

i; 

CO 


© 

^< 
4* 

CO 
© 


CO 


So 

— 

•vi 

© 




H— 

KS 


— 



ly Googlej 




Digitized by G( 




Digitized by Google 



362 













s 

! ■ 


— . 










^- 






*■ 




'S? 


•» . 




































— 


*o 


to 


1—» 




to 


00 

■ 


4^ 


to 


to 




IC 


Ol 


Gl 


M 
c 


B 


IO 

1 


IO 




Co 

1 




1 

1 

IO 


4- 


1 


i 

1 

to 


CO 
M 


co 
to 


OO 
^* 


CT 

o 


tO 

© 


03 


CO 


to 




co 




CO 


- 


CO 


CO 


00 


BS 


1— ' 

co 




1 




© 

CO 


4^ 


■ 


to 








co 

IO 

00 


* * 

SM 


00 

co 


01 


00 




IO 
CT 
IO 


03 
CO 


IO 

1 


CT 


co 








CO 

s 


IC 

s 


1 


»— i 
~ 

IO 




C3 


4- 

03 


— 

in 

CO 


1 


to 

4- 
CO 

C?i 

Sl 


IO 

CO 

■3 

CO 


00 






CO 

co 

00 


| 

CO 


1 

5 


— 

*^ 
O 


— 

e 




00 
^* 

CO 


IO 

to 

00 


- 

i 

o 


CO 


4— 

■H 
0J 

£ 


1 




— 

CO 

© 

ch 

tO 


CO 
IO 

00 
CD 


i— i 

00 

4- 
co 


tc 


i 

CO 
69 
— 


00 


OC 


CO 
CO 

co 
co 


X 
4- 
IC 

03 
— 


CT 
CO 
Gl 
IO 


— • 

to 

00 

o 


CO 

to 


er. 


00 


— 

IC 

CO 


CO 

er 
© 
10 
4- 


co 


— 

IO 
© 




IO 


CO 


CO 
00 
IO 
01 

,o 


CO 
- - 

8 


co 

IO 

IC 

Ct 


to 

p 

01 


CO 




CO 


•» * 
CD 


— 

KS 

co 

Ol 


°l 


© 

CO 

55, 

© 
Ol | 


CD 
IO 

— 

01 


1 

- 1 




00 I 

fS I 


i 


M 

to 


— 

OO 

s 

4- 

01 
IO 


4- 


IO 





y Google 



t 



863 

§" |" 































m 


a 


SP- 

••. 






<^ 






















CO 


— 


ks 


KS 






KS 


— 

CO 




KS 


KS 




- 


1 


1— 

o 


1 






KS 




OS 


co j 




Ci 


t— » 


KS 


fcS 


01 


— 








OS 


KS 


Cl 


— i 


OS 


i 

CO 




o: 




5 




— 


KS 
C5 


OS 


— 


OS 


OD 


KS 

ci 


4- 

• * 


Ci 


i 


— 




i 


^3 

Ol 


05 
OS 

KS 


CO 


— 

8 


Ci 




os 


Ci 

os 


KS 


KS 
KS 




Ci 


i 


1 

.c 

C» 

c 


OD 

Ci 

(X 


• 
1 

H- ' 

CO 
Ci 
I-* 


1 




C5 


00 


KS 


ju 

Ci 


KS 


Ol 




C5 


5 

£. 

os 


— 

cc 

1 


CO 
■vf 

OD 

CS 


CO 
OS 

^< 


o 

KS 
CO 


1— 1 




IC 
*o 


Ci 


KS 
w. 


CO 
KS 


6d 


OS 




r. 


cc 

Ol 


IC 

OD 


KS 
CO 
CO 
CO 

CS 


1 

1 g 

M 

tc 


OS 

1 


OD 


2 

C5 


— 

Ci 
CO 
OS 


CO 


1 - 

1 ^ 


i 


KS 
IC 


1 

1 


Ci 


OS 

i 


t 

i— > 


Ci 
OD 
Ci 
Ci 
IC 


1 

co 

OD 


KS 

1 


CO 


Ci 
C* 


Ci 

CO 


— 


Ci 
os 


S 

M 




C£ 

i 

1 


r. 1 
^? 


OS 
•vi 

6 


— 

05 
OS 
*J 
CO 

c. 


KS 
>— * 

§ 

2g 


>-* 

« • 

2 


00 




CO 

CO 

Ci 

i 


Ol 
IO 
OS 
— 


ci 

1 ' 


OD 


- 

c; 

CO 


IC 





m 

8 g 































> 


<■• 










Ma 




- . 




— 




I» 








r 


— 








— 


IC 


IC 


— 


KS 


IC 






00 


00 


>-* 






IC 




Oi 


vi 


1 

IC 


00 




Ii 


1 

1 


00 




i 

IC 


CK 




00 


00 


00 


IC 

00 


IC 




IC 


co 


— 

cc 
o 


1 

Cl 

o 

M 


00 

— 

00 




IC 


Gl 

oo 


4^ 


— 


1—» 


Cl 


1 

00 


— 


• 


4^ 


cc 


Cl 
— 

Cl 


1 


— 

00 

Cl 


M 

O'i 
03 


i— i 

i 


Cl 


VI 


CO 


5- 


Cl 


Cl 
CO 




• 


CT 


5* 
Co 

•vi 


CT. 

c 

CO 


Ii 

! g 

M 

i 


ic 
ro 
00 


IC 


05 

1 


— 

6o 

IC 


IC 

CO 
O0 
Vf 


CO 

oo 


V| 

CO 
4- 

CO 


oo 


5 

4- 




Cl 


OO 
CO 


2 

8 


Cl 
CO 
V| 

. M 


es 

CT. 


IC 




4- 

cc 

CO 


1— * 

*4 

Gl 
4- 


IC 
Cl 
CO 


00 

Cl 
v| 


i 

CO 


ai 


•vi 


03 

io 


oo 

Kl 


fv 

— 

CO 

p 

Cl 
1— l 

1 


oo 
o 

Cl 
Cl 


— 

Oi 
Cl 


IC 


i 

00 


M 

Cl 
00 
— 


IC 

o 

Cl 
00 


C5 

K| 
CO 
IC 


IC 
CO 

O0 

55 


Ci 

Co 


IH 


OC 


4611 | 


1— 1 

CO 

s 

4- 


o 
»c 

Ol 


oo 
*c 

s 


4> 

jg 




CO 

1 


— 

4*. 

00 

o 


00 
00 

g 

CO 


00 

IC 

Cl 

— 

1— » 


Cl 

& 

00 


Cl 
00 

V| 

8 




CO 




r - 


00 
C5 

i 

C5 


>— * 

o 
— 

r jj 
CO 






















441311 


^# 

^1 


Gl 
Cl 
IC 

o 

CO 


Cl 




— > 
w - 


1 Cl 
00 

CO 

V| 


1— 

CO 

c* 
oo 


i— i 
1— * 
IC 

oo 

IC 

CO 


— 

v| 
CO 


I-* 


c 



Digitized by Google 




y Google 



366 



Im« 


& 

«». 






-7- 


«5 








& 






I». 




! w 




i- 


Ol 




KS 


KS 


— 


m 


KS 


SS 


— 


KS 


KS 




— 


CO 


4- 


Ol 


c 




KS 






CO 


CO 


Ci 


KS 




IC 


Oi 


^1 


g 


cc 

CO 




Ol 


CO 


QTj 


IC 

CO 


IC 


Ci 
M 


S 




CO 


m • 

CO 
KS 


CO 


IC 

KS 


— 

CO 




IC 


— 




KS 
C5 




4> 


O 


1— » 


4- 


CO 


CO 

CO 


IC 
IC 


— 

CO 


KS 


Ol 




4^ 

CO 


IC 

s 


KS 


■^1 
CS 




Ol 


IC 

CO 


Q3 
4^ 


1 

c 

5» 


IC 

a> 


— 

Co 

o 




C5 


IC 

C5 


Ol 


Ol 


M 

£ 


IC 

er 




93 


- ■ - 

co 




IC 


83 

CO 


Co 
Cl 

CO 






CO 
IC 


CO 
4- 
CO 


Ol 
GC 
N 


KS 

er. 

CO 

' 


4- 

IC 
CO 


KS 


M 


— 




KS 
IC 
IC 

er. 


CO 

1 


— 

IC 

CO 




OD 


4^ 
CO 

s 


IC 
4- 

bO 


CO 
— 

i 


KS 

Gr, 
So 


i 


1 

— 


(X 


Ee 

Co 
Ci 


Ol 

IC 

— 

IC 


326490 




s 

er. 

CO 
*>| 




CO 


CT 
CO 
IC 


n 


co 

CO 
Ol 


KS 

CO 
IC 
4^ 


05 
IC 

er. 

KS 




CC 


KS 
IC 

4- 


fil 
CS 

~- 

Ol 


er. 

IC 

c: 

IC 

CO 


co 

& 

Ol 
CO 


KS 
Ol 








SS 

IC 


4- 

& 

IC 
IC 


297840 


CO 
CO 




— 

o 


CO 



jd by Google 



367 







■ 








<- 








• 


■ 

Mg 




•TT 

l 










• 


1 






Mi 


L 






























- 


»c 


>— < 




IC 

■ 


IC 


- 




»c 


— 

00 


— 


IbO 


IO 


i 


— 


CO 


IC 




Sä 


H- 


IC 





CO 






— 




LO 


CO 


co 
oc 


er» 

CO 






IC 


CO 


IC 
© 




— 






IO 


CO 


c 


CO 




g 


IO 
i— » 


Cd 




IO 


s 


IO 
— 




IO 

CO 




— 


co 

g 


IO 


i 

CD 


i 

© 


© 


— 


CTi 




— 

vi 

■H 


© 
© 

>*»' 


IO 


IO 




c^ 


1 


I—» 

ejs 

CO 


CO 

io 


CD 
© 

IC 


co 
2 
S 




er. 




IO 

CO 


Co 


© 

C5 
•vi 


s 




© 


— 


CO 
CO 


£ 

Ss 


© 

tc 


IO 


IO 




CO 
CO 


© 

© 
— 

- 


05 
— 

to 


IO 

d 


— 

© 
o 


co 
© 






© 


IC 


© 
IC 


tgd 
4- 

© 


IC 


OC 


1 

CO 

oc 

C3 


— 

— - 

CO 

© 

CO 




IO 
© 

© 

to 

oc 


IO 

© 
— 


IO 


or- 




CO 

IC 

95 


1 c 

00 

© 




c- 

co 
© 


IC 


BS 


4- 
IO 


IO 
IO 

fr 
*l 


25 


1 

io 

BS 

4- 

C- 


IO 
© 




te 


cc 


p 

| 


Ci 

i 


■ 

IC 

io 

CO 

© 


CO 


Ci 

«— 1 




Li 


InC 
CO 
Oi 
4- 

4* 


4- 


*. 

s 

IO 


*** 


1— 





y Google 



I 




369 

* 



5" U 







*m. 




fr- 












Pf" 






VC 

». 




- 


CO 


CO 


cc 


CO 


CO 


— 




1 


CO 




CO 


CO 


CO 




CO 


B 




00 


>— » 

00 


cc 


KS 






KS 
KS 


t— i 

Ol 


er 


CO 


kl 


KS 


KS 

00 


00 


CT 


% 

KS 


s 


CO 


CO 




cc 

KS 


IO 

1 


N| 
Ol 
CO 


M 

4- 


00 


1— 1 

CO 


DJ 


CO 
CO 


CO 


© 

© 


KS 
CC 
— 

CO 


1 

cc 


— 

Co 


4^ 




cc 

- — 


co 
i— ' 


CO 

er 

KS 


00 

co 




1— 1 


M 


E 


IC 

i 


© 

© 


KS 


OS 

Ol 

C5 




Ol 




KS 
CO 


cc 

M 


§ 


KS 

Ol 


00 
4- 


KS 


Ol 


CO 
© 
00 

Es 


>— 

KS 
CO 

5j 

CO 


i 


co 

© 

i 


er. 

i 

KS 


CO 


© 




KS 
4- 
— 

CO 


Ol 
CO 
CO 


CO 

— 

cc 

«=> 


CO 

er 
cc 


Ol 
KS 
l>S 


co 


© 


^^^^ 


1 
© 


CC 
Ol 
— 


Ol 
H 


CO 

-3 








'j 


g 

e 




I 

1 

CO 


i—» 

Ol 
l>S 

cc 


i— < 






CO 

© 
er. 


CT 
CS 

CO 

— 


KS 

er 
^* 


er: 

00 

cc 


KS 


00 




Ol 

KS 
00 


SS 
— 

CO 


CO 


er 

KS 

er 


Ol 

o 

CO 

© 

00 




oc 


£: 


KS 
— 

— 




- >• 

S| 

SP 

00 
CT 


KS 
CO 

CO 


CT 


CC 




w. 

4» 

KS 
— 

Ol 


KS 

o 

00 
00 


Ol 
CO 


Ol 

© 

00 
CO 
1— 

er 


© 

(—1 

K| 
00 


— 

KS 


cc 


KS 

8 

— 

O 


er. 

CO 

© 


— 

1 

CO 


— 

*4 

4- 


s 

© 


— 


h-* - 
CO 




© 

CO 

CO 

■Vf 

CO 


ks 

— 

IC 


KS 
CO 
Ol 

8 

er 




— 

er 
>— ' 

IS 

N! 







24 ' 



y Google 




y Google 



372 









co w 












Cd 








«fr 


.? 


m ■■ 


- 










a 


«•• 








**• 




CO 


CO 


CO 


co 


CO 


>— 




co 


© 


© 


co 


CO 
































CO 


© 


QC 


K? 
4^ 


55 


CO 


In» 


CO 


© 




1 




co 


•c 


© 


Co' 
CO 


i 

s 


CO 

© 


CT. 
© 


CO 


CO 


© 

- 

oo 


mm 

CO 


© 

IC 


CO 
tc 

4- 

© 




1 

S 


CO 


CO 


4* 
IC 


© 


OD 


© 

HP 


4- 


fi> 


CO 


M 

s 

CO 


© 

■ 


1 

CO 


CO 

© 

© 
— « 






CO 


•vi 

Ol 


CD 


er 


00 


h- » 

i 




SB 

CO 


f ^ 

CO 


I 

ro 

•vi 


1— ' 

co 


4* 








i 


CO 


\& 
CO 

CO 


S 




© 




tc 

© 
© 
© 


00 

© 
© 
© 


4- 

4-* 


© 
CO 

© 




© 




1 


QC 
© 


1 

IC 


1 






IC 

CO 
— 

CO 


© 
© 
4^ 


© 






IC 














l 
















CO 

■vi 

C7l 


<— 

co 


KS 

co 


4^ 
ro 

4- 

B 


© 

9 






CO 

IC 

s 

CO 


i 

© 

CO 


i 

© 

4^ 


-I 
i- 

Ci 
^1 


co 
© 

Cii 


>— l 


00 


39642 


co 

1 

B 


i 

CO 

CO 


co 
co 

CR 

i 


820055 




© 


© 


— 

00 
© 

J -> 


— 

© 
-1 
© 


1 

© 
© 

5 


— 

WJ 
■VI 


H- 1 


X 


1466287 


5 

CO 


3131009 


1-^ I 

co 
© 

00 
CO 


862123 


CO 

© 


— 


00 

© 
© 
■*4 


© 
© 
oo 
© 


© 


«1 

i 

CO 
4- 


Cl 

-1 

CO 

© 




«X 







Digitized by Go 




y Google 




y Google 




/ 



y Google 




d by Co 



377 



1- 





* 


9F> 

r*. 














& 




> 




«5 




- 


Cd 


© 


CO 


CO 


CO 








CO 


IC 

© 


co 


CO 


CO 


Hl 


- 




1—1 

00 


1 

10 


M 

© 


M 


IC 




- 




M 

V? 


1 






IC 

t 


10 




ic 

Ol 


— 

IO 


IC 

© 




CO 




IC 




CO 

co 


00 


t— l 

00 


— 


c: 






00 
IC 


CO 
IC 


88 


IC 






CO 


1— » 


© 
tc 


1 


IC 

PI 


1— » 






tC 


t— > 

CK 
CO 


1 

KS 
© 


© 










(— ' 

00 


CS 


co 
i 55 


© 

CO 


1—» 




IT 


CO 


' — 

- 


v i 


CO 


M 


© 




00 


© 


Ül 
IC 


© 
© 

1 




CO 


© 


CO 


— 

>— 




Ii 

s 


tc 
© 


IC 
CO 






tc 

CO 


8' 


© 

IC 


IC 

cn 


CO 








t 

— 

s 


Ii 

I 


1 


oÜ 




00 




CO 


*- 


2 

CO 


a 

IC 


& 


I-* 

CO 


00 


se 
3 


CO 
IC 

oo 


IC 

CO 

CO 
© 


CO 
CO 

s 


1 

1 * 

© 
IC 
IC 


IC 


© 




co 
— 
© 


IC 
IC 

*3 


CO 

© 


© 






© 


1168 


— 

— 

oo 


Co 


11592 


fc-l 

© 

OD 
*j 
tc 




© 




S 


CO 

© 

00 




* t 
— 

IC 




IC 





Theil X. 



25 



y Google 




d by Google 




y Google 




Digitized by Google 




y Google 




y Google 




y Google 




Digitized by Co 



385 



CS 



CO 



Ci 



© 



co 



CO 



CO 



KS 
05 



KS 



8. 



KS 



Ii 



CS 

Ol 



io 

00 
•nI 



KS 

OD 



© 01 



00 



CO 



i i 



CS 

* - - 



co 



KS 

Sa 



CO 
© 

■Aug 



Co 

WS 



co 

CO 



CO 

I 



IO 

CO 
>4 



Ol 

s 

oo 
© 



oo 



IO 

I 

Ol 



IIA 



ÜL-I 





a 




■Mg 


£" 






I—» 


CO 


co 
© 


CO 


CO 


CO 






— 


1— • 


- - 

Ol 


K5 


1—» 


KS 


1 — 




1 

| i 


CO. 


© 


■ 

C3 

■ 



Ol 



© 

1 



I - 

00 

CS 



co 

CO 

ks 
M 



g 

Ol 
IO 

H 



CO 



5t 

•3 

co 



co 
© 
© 



CS 

c 



CO 
»— » 

Ol 

KS 



CS 

— 

Ol 



KS 
*— 

CO 



52* 
© 

— 



IO> 
© 



oi 

co 



Ol 



00 



CS 

I 



00 



— 



Ol 
Ol 



CS 

+4 : 



Ol 

© 

Ii i * 



Ol 

© 

1 



CS 

■VI 



Ol 
Ol 



CS 

CO 



CS 

Ol 

co 



KS 



Ol 



CS 

! I 



Co 
co 



© 

o 



io 

■vi 

© 
CS 



• H ! i 
N 



Sä 
CO 



»o 
CS 
IO 

CC 

lliJ 



KS 

r ä 



— 

— 



© 



^1 

o 



Ol 

&. 

Ol 
IO 
CS 



KS 
© 

Ol 

© 

Ol 

VI 



•v| 

Ol 



Ol 

% 

II Ii 




© 



KS 
l>S 
00 
Ol 
— 

© 



KS 



© 
IO 

00 

10 

V* 



10 
© 
© 



Ol 
CO 

10 

© 



CO 
CC 
Ol 



© 



KS 



10 

00 



CO KS 
00 
00 

■sl 



01 



ff» • *i. • 



1 



25" 



Digi 



Gpo< 



386 



I » 

t • 
> 



Betrachtung 1 der Coefflcienten in der 
Entwickelung des Products 



nach steinenden Potenzen von <r. 

Von 

Herrn L. Schläfli, 

Privatdoccnten der Mathematik zu Bern. 



Wenn wir dieses aus n Factoren zusammengesetzte Product 
der Kürze wegen mit PI*) bezeichnen, so haben wir 

/*«+i):==(| +»*)./*•). 

Setzen wir nun fest , dass PPhxl und n eine ganze (positive oder 
negative) Zahl sein müsse, so ist die Natur dieses Products hin- 
reichend bestimmt Aus dieser Definition folgt nun 



1— .r 



, etc., 



überhaupt 



1 



1_ ±r)...(l— nx)' 



(1) 



Die Entwickelung des Products P*) besteht aus einer endlichen 
Zahl von, Gliedern, wenn n positiv ist, verwandelt sich aber in 
eine unendliche Reihe, sobald n negativ wird. In diesem Falle 

muss x absolut kleiner als — angenommen werden, damit die 
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Reihe coovergire. Denkt man sich nämlich in (I) die Brüche j-i- , 
1 1 

i — 'T nach den steigenden Potenzen von x in Rei- 

1— ar 1 — nx 

hen entwickelt und diese Reihen in einander tnultiplicirt, so 
werden im Producte sämnitliche Coeflicienten, wie man aus ih- 
rer Formation ersieht, kleiner werden, ttls wenn man die Reihe 

<ur t ■ V - zur nten Potenz erhoben hätte. Da nun die Couver- 
J — wx 

genz der Entwicklung ron (1 — nx)— * für nx^i als bewiesen an- 
erkannt ist» so ist um so mehr auch jene Reihe für coover- 
gent, sobald nx numerisch kleiner als 1 ist. 

Wenn wir jetzt den Coefficienten von x* in der Entwicklung 

n 

von mit & bezeichnen, so dass . . . 



j*«>= n (i (-2) 

r=o i i 

■ 

ist, «o können wir bemerken, dass für ein positives n Ci ver- 
schwindet, sobald i>«~ 1 wird, und dass flSr n=0 nur der Co- 

eflicient CqZsI übrig bleibt; ferner ist immer, welche ganze Zahl 

« 

auch n sein mag, Co=l. Wird nun die Gleichung (2) mit l-\-nx 
multiplicirt, so erh&lt man , 

» ■ 

P*+i) = 2 *h!a*=(l +nx) £ Cix*, 

i , i 



woraus sich durch Vergleichung der entsprechenden Coefficienten 
folgende Relationen ergeben: 

n f-l n i \ 

•+1 « ff 



«4-1 ■ » 



(3) 



Durch Summation arithmetischer Reihen gelangt man nun vermit- 
telst dieser Relatiooen nach und nach zu folgenden allgemeinen 



Ausdrücken, in denen der Kürze wegen w(w ~ * ) 

1.2. ..m 

- -.> . . . 



Q ge«etzt i.t: 



• - 
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«rv 3n — liimo #110 1 uili'. Ii 



, ffas-'G) + = eo CO 

>. *i! '/«mI >|» 1 # , ^ Ii. "14$ ' 

••• / Mir» rt '\ IUI >.V »I jii- J li • :•. V i • . -i :-i .Jkl »*| • . 1 ' » 

Ks bietet , sich aUo für die fraglichen Coefiicienten die Form 

dar, wo die Grossen B l3 2? a ^ etq. vermöge der Wormeln (3) durch 
folgende Relationen bestimmt sind: 

». | J m i %d3&&} + i + // .1 :>\._> «. ' ,f... 

,• i II".' , in i.":;.'I,t. 

Ä a = 3Ä a + (i+3)Ä t , I 
Hhi t i l 

i»ll')jl'lji ; ». .!• i ' F • '»:•■ . 

Wenn man nämlich in derFotmdl (X+i =? Cj-f-! +nCi, die Reihen 
(4) substituirt, so ist zu beachten, dass 

^n + f* + l-\ _ r n + (i _ v" w + fi "\ 

> . ■ > i . * • 

und 

# •«•>._••>// *ViJl : >f *tf f tu Hl . n**-l»i. ifi' . i 

Aus den Relationen (5) erhält man nach und nach: 

i • U- ' . f \ . 

Ä r =aH- 1 — (£+3), 

^=0{3i+*-(^.(i + 5).2'+i + (i+4)(t + 3)+ , 
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- [(<+ö)(t'+4)(f+3H 3(i + 4) + l]|, • i - 

- (Q[(i+7)(t + 6)(£+5)+6(i+^ + t 2]2«+i 1 

+ [(i+ty (*+ 5) (i +4) (i+3) +6 (i 4- 5) (i4 4) + 4 (i'+k^5]j, 

i u. «. f. \ ^ 

In diesen Formeln wurde der Coefficiedt Aes 1 ersten dliedes 

nach Berechnung t aller (ihrigen Coefticjenten aus der Bedingung 
• i - : ; v > • ~ i ■ » • 

5i x 0 hergeleitet, wobei es bemerkenswert!! ist, dass .in allen 
vier speciellen Fällen ' derselbe innerhalb der Klantmefn = i sic*h 

» r ; : ; • : • ' i+, 

ergab. Man kann sie überdiess noch an der Gleichung B* — 
3.b.7...(2*4-l) prüfen. Um, wenn es möglich ist, über das Bildungsge- 

setrtfer Frössen Ä, Ä, etc. etwas Allgemeines ! ! zu «eifähren 
rititeit wir ' • •• • ' J « ... 

r-K-i^f "") 4(«+M+i)'^..'+Ui)" : 'C«^'Xi''( (Ö) 

setteo und den Züwachsi, den A ß erhält, wemv darin i in 
übergeht,; durch tozcMPW* Substituirt, man diese« Aus- 

i i4-i 1 , * 

druck- für 22* und. (die.! analogen 1 für Ba und in tfer. aus (ö) 

gezogenen Gleichung: ,b.-i! : -- ; 

und ordnet nach den Grundzahlen derjenigen Potenzen, in deren 
Exponenten i vorkommt, so ergeben sich folgende Gleichungen : 

• 1 - ' - • '■' a • . *• J » ■ <■ ] I } 

i — (a + l) d.A 0 =,Q* ; f 

* A x — ct4.A l =(i-|-a + l)-4o, 



! 



r! Mi 



(7) 



...... u ; i , 

' ' :o i a o-l l 

fi^u— (a— ft +1) ^= ftCt+a+l) ^ -i, 
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m 

aus denen nach und nach geschlossen wucde: 

1 : ' '. ' 



■ * ; , 

• • • 



• ■ 



^ = («+2«)(«+2«-l)+«-l > 

^=,(i+2«-l)(i+2«-2)(.--|-2«-3)+ («-2)[3(i+^-2) + I], 

i 4 = (i+2o-2)(i+ 2«-3) (i+2«-4)(t+2«-5) 

+(«-3) [6(1 !+ 2« - 3) (f + 2«-4)+4 (i +2« - 4) +3« - 7] , 

X = (i +2a— 3) (7+2« - 4) (t + 2«-5) (t +2a - 6)(t +2«— 7) 
+ («-^-4) [10(i+2«-^4) (i+2«-5) (i+2« — 6) + 10(t+2«-5)(t+2«--6) 

+5 (3«— 10) (t + 2a - 6) + 25o^94] , 

. a. s. f. 

♦ 

Es erhellet sogleich, nach welchem Gesetz die ersten Glieder 
dieser Ausdrücke gebildet sind. In Betreff derjenigen Aggregate, 
die der Reihe nach mit « — 1, « — -2, a — 3, a — 4 multiplicirt sind, 
ist zu bemerken, das« die CoefBcienten der ersten Glieder, näm- 
lich 1. 3, 6, 10, eine arithmetische Reihe zweiter Ordnung bil- 

den und daher durch Q~), (J). (£)• ÖD gestellt 
werden können. Die Coeflicienten der zweiten Glieder 1 , 4 , 10 
b»de. eme«ith».ti 8 cbeBeihcdr it t*r Ordoungund .iuddaher , 

fo^> (jy^ zu schreiben. Schwieriger wird die Betrachtung 

der Coefficienten der dritten Glieder, welche nun schon a enthal- 
ten; diese lassen sich so darstellen: 

(2)[3(«-4)+5] , (£)[3(«-5)+5], 

so dass [<H Ä — r*)+^] * nr allgemeiner Ausdruck ist. 

Durch diese Induction werden 'wir darauf geführt, folgende 
Formel zu versuchen: 

wo der zu bestimmende Coefficient K t eine Function von « — ft 
bezeichnet, die sich nicht verändert, wenn tt und ft zugleich in 
a — l und ft— 1 übergehen. Um nun die betreffende Formel aus 
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[7) hierauf anwenden zu können , muss man dieselbe nach dem unter 
dem Zeichen £ in (8) enthaltenen binomischen Coeflicienten ordnen, 
welche sämmtlich im Zähler «ihres Ausdrucks t-f 2a — 2p +4 als 
letzten Factor haben. Tbot man dieses,' so ist man berechtigt, 



in der reducirten Formel (7) jeden besondern Factor eines die 
Zahl i implicirenden binomischen Coeflicienten gleich Null zu 
setzen, woraus die zur Bestimmung tarn Kq % K x , ä^,... nothigen 



Bedingungen sich ergeben werden. — Man erhält nun zunächst, 
indem man (8) nach i differenziirt , 

m \ 

Da aber die unter dem Summenzeichen enthaltenen binomischen 
Coeflicienten als letzten Factor ihres Zählers £+2« -2ft+5 ha- 
ben, so müssen sie in Summen solcher verwandelt werden, wie 
sie in (8) vorkommen. Nun ist 

(i + 2a— + _ e =^r* ri — 2« — 
fi— /— 3 J ~~ e= t + x V fi-^0-2 }' 

Da nun fär ein bestimmtes 0 die andere laufende Zahl f von 0 

bis 0—1 geht, so ist jetzt 

» 



+(« rti) £ ^ ^-6-2 . J 1.2...(t+2)<- 



Ferner bekömmt man aus (8) 



-• Ii'* 
.... , ; 

«+«+»%,-■.<_«.-■>. t«+<*')C*^j*^i 

Hier ist nun 
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aWftiiMii'j!, li n-.i' 't . . --;t , ii«»iikm^ u % »•»!»«•» miu 1»j;v»» ' . "• 

it*> _ i tl 1 • il ....... . , yr-.V»'. it # LMnWil rJ>»»H tV. 'UW * T% 

>^ajii»x »i »" w.^a-u-fi + K ! &' 1 : ', ,:Ä . 

*=o ^ ;t-£-2 Jl.2...(E+2) 

Nach diesen Vorbereitungen giebt die Substitution «der Ausdrücke 



«— i 



Pur A U ,A.A U , Au^x in der Formel (7) folgende Gleichung: , 

• . • i * • i • ' • • • < T » |1 * *l * 'Ml *1 i t | t'i l • I » ! ** • . 1 T ' * • * • 

i a " \ 1 • « . . 5 i • 1 • ■ 4 — i ' ■ ■ i * ' > I ' : ' • t 



f H < v \ J I 

▼ fi-6-2 Li. CHI)" 1.2...(0+1) 

u »l 'I >.•:. i. ' . . '» :• • ■ . • • • _ Uli it ■ 

K p+ ' f =e l.2...(£+2)J j V 7 

Setzt man hier die Factoren jder einzelnen binomischen Coeffici- 
enten der Null gleich, so ergeben sich folgende Gleichungen, in 
denen der Kürze wegen «— »- ft + 1 — /5 gesetzt ist: » j , , j 

I ; !...-. I . * _ l* — W J 

K 0 =l, \ 

Ä, = l.Äo, "»•.... ( -. ■:: >i i....'.jM i'»; • t 

jt 3 =3jr 2+ /5(4J^-|i4.3Ar 0 ), 1 • ' " M, T^ ; 

ir 6 =1 5 a: 4 + ^ ( 6 a: 3 + 6 . 5 AT 2 4 0 : 5 . 4 ^ + 6 . 5 . 4 . 3 AT 0 ) ' , / 

U. 8. £ 

"It.l I.-l T'*'fl 

Fuhrt man die Rechnung wirklich aus, so findet man 

; ..' ! » i I i \ . . . 

I * * I I 

*"o=l. ! - . " 

Kl I i, *lr=l> . ,., . >_ . 

AT a =3(5 + 2, i ' 5 

(";- ^=^+190/»+^,, . /,")•'» ! 

JK 6 =315/3*+1326j3 + 120, 
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Wenn B n =—-^— gesetzt wird, so hat man zur Bestim- 
mung der Grossen H in Function von ß folgende Recursionsformel : 

Die Entwickelung von Zf« nach den steigenden Potenzen von /J sei: 



n n 



£r.=4> + ^+^jP... + 6 M j3M- (11) 

Aus der Recursionsformel (10) folgt sogleich 

= (12) 

und wenn wir abkürzend 

9>(» + l)— <p(n)—Jq>(n) und 9>(1) + <p(2)...+ 9> (7t)=/ 9 ,( fl ) 

setzen, wo dann f<p (0)=0 zu nehmen ist, so folgt aus (10) för 
ft>0 die Differenzengleichung : 

A AlL = Vi a3 ^ 

«+2 (w+1) (»+2) ' {l *> 

in welcher 6«=0, Jb^—O zu nehmen ist, deren Integral somit 
durch die Gleichung 



l^t&jps r . fz+*x+ (U ) 

— , * J w(w+l) 2n ' 

dargestellt ist Vollzieht man die Integration ftir fi=l, so er- 
hält man 

V n(n-H) PI 
Für f*=2, ^=3 liefert die Integration ebenfalls: 

■^iictOHcni-ctV;- 

Setzen wir nun der Abkürzung wegen 

Theil X. 26 
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so dass 

* 

('*i)N)K)fO 

wird , und 

so haben wir die Gleichungen 

n n n 

^O" G 0^0> 

n n ■ u n 

bi ~=(li S 0 — a 0 S l9 

n n n n n n n 

Ä 2 =cr 2 ^o ~" °i $1 +°o *$2» 

n nn nn nn n n 

wesshaJb die Vermuthung entsteht, es mochte überhaupt 

« . 

n r— U n n 

b M =2 (-.l^-iaiS^-i, (16) 

Tl 

wo eine ganze Function (i-f-l)ten Grades von n bezeichnet, 

die für i>l durch h (■« -f 1) (w -f 2) theilbar ist, die allgemeine 

■ 

Form der Grössen b, t sein. Um die Richtigkeit dieser Yermutbung 
zu prüfen, müssen wir nachsehen, ob die Gleichung (13), wenn 
bis zu einem gewissen Werthe von die Gleichung (16) verili 
cirt worden ist, für den umnitrellfar folgenden Werth von wie- 
derum einen Ausdruck von der Form (10) als Aequivalent ti- 
li 

Grösse bp gebe. Zu diesem Zwecke substituiren wir die Formel 
(16) in der Differenzengleichung (13) und ordnen das Gau 

n n 

nach den transcendenten Functionen S,i—i< Da nun JS u -i 




4b h = Z{-\)n-i{4ai 



n+l 

Cli— i 



und die Gleichung (13) erhält die Gestalt: 



n 1 n+l 

AQi 7 nTI g< ~ 1 

n+2 



n+l 



1 n+2 



l d ai-i — - 



n + l 



n+2 
n + 3 



ft 



(»+!)(«+:>) " 



tu 



Da hier die entstehenden Coeflicieoten der Functionen .s 
gleich sein müssen, so folgt: 



n 



n+l 

au 



^2~^fa+W+2) + (n + l) (n+3) + MWfll 

n+2 



n 

4M 



(»+1)(h+2)(«+3)' ' 

I 



Ueber die Anfangswerthe der Functionen ai und 4a% ist Folgen- 
des zu bemerken. Da 5^=1 oder 0 wird, jenachdem fi=0 oder 
>0ist, und da 5^=1 oder 0 wird, jenachdem ft=0, 1 oder >1 
ist, so ist auch überhaupt bu~ a ß und für w > 0 insbesondere 

III n 1 ' o 

^=0/4— «^—!. Für fc > 0 ist aber 6^ = 6^ = 0, dagegen ist 6 0 

<> i 

= 1; folglich ist auch a 0 = i und, wenn ft>0 ist, «^ = 0, 
ii - 

Kro/*-.t = tf 0 =l ; also ist för jedes ganze und positive (von Null 
verschiedene ) p 

C M = 0, ^«yu = 1. 



tri; 



fenn also in der Gleichung (17) i>0 ist, so hat die Function 



n 



- bei 7i = 0 den Anfangswertlr \, denselben, den auch die 
+ - 

n\ 1 

'unetion ; — . !~ l . hat. Man darf daher als erstes Integral der 
(?* + !)(« +2) 5 

ileicbung (17) 



n 

■ In, 



n+l 



J Vn(n+2^ 
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* 

setzen, wo qp(0) = 0 «ein soll. Aus dieser Gleichung folgt 

^" <= S +(n+2) ' ,( " ); 

und da «i verschwindet, so bat man als zweites Integral : 

IS 

Nun denke man sich die ganze Function m in Beziehung auf die 
in ihr enthaltene Variable n nach binomischen Coefficienten von 

der Form ^ W ^™ _ ^ entwickelt, und setze daher 

wo J einen von » unabhängigen Factor bezeichnet. Da in 

den Gleichungen (18) und (19) die Grossen a,*, ac— 4 , at— 2, q> in 
linearer Form enthalten sind, so können wir untersuchen, welche 

n 

Bestandteile der Function ai ihre Entstehung irgend einem ein 

n n 

zelnen in ai- x oder 0,-2 vorkommenden binomischen CoefGcienten 
verdanken, und wenn dieses geschehen ist, durch eine auf alle 

n n 

Glieder von ai— x und «f_2 ausgedehnte Summation den vollstän- 
digen Werth von «,• berechnen, in welchem dann a ^ s line- 
are und homogene Function der Factoren j^ 1 , -v 

|^'~3^]> J^ l ""^^jj,... erscheinen wird. Die Berechnung kann 
unter anderm auf folgende Art geführt werden : 
Es ist 

n n-i 



«(n+2) 1 w(n+l) 



n 



- W (n+;1) + (n + l)(n+2) n(n + l) 



n— l n— 2 n— 3 

4- ^«i-i -M 2 ««--! + ^ 3 «i-i -I- e tc. 
+ ~~ T(n + l)(» + 2) " 



Wenn daher ^ W + Wl e i nen j n vorkommenden binomi- 

cienten bezeichnet, so entspringen aus demselben in 
lie Glieder: 




uigmze 
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1 fn + m— 1*^ , 1 rn + m— l^v 

m— 2 J + (m— lXw-'i) V. ro — 3 J 

(m— 2)(m-^l)L m— 3 J 

+ xi 3 (X-2)(X-1)XV A-3 J + *' 

Durch Integration ergiebt sich als Bestandtheii von <p (n) der Aus- 
druck 

i 

1 fn -f ?jTv , 1 ^7i + m— 1~\ 

(m— l)mV.m-lJ **" (m-])(/n— 2)L m-ZJ 

, ^ i ^r n +^-i~_ 1 --i /* 1 

T ;.i 3 (X-2)(X-1)XLx-2j . 2 rn-l 2,/ m-3 

1 n 

1 1 ■ 4 ■ 

ri 

and hieraus als Bestandtheii von (?i + \)<p(n— 1) + das Ag- 

w 

gregat 

m-1 L m — 1 J w— 1 V. wi J + m-l l m— 2) J 

1 

+ *f 3 (1-2) XV. X-l J 



durch dessen Integration als Bestandtheii von ai sich ergiebt : 
1 fn+m + l-\ . 1 rn+m-\ 



m 

X=3 



m + 1 J + m-lV. m-1 J 

_1 rn + X^ r3 1_ _1 ~>w^w + 2->w 

(X^2üL 1 J + l 4 m-1 V»«-3JL 2 J 

♦ 

wo die binomischen Coetöcienten mit Fleiss nicht auf die Form 
C*^X 0* sonc ' ern au ^ ^* ie ^ orm (""J"*) gebracht sind. 

n 

Auf ähnlichem Wege erhält man für den Bestandtheii von ai, 

n 

der aus dem beliebigen in a*_* vorkommenden binomischen Coef- 
ficienten (* + ™ ) herfliesst, den Ausdruck: 
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r- 

* 

Die CUeichung (20) , wenn darin die Binomialcoefficienten auf 
die Form ^ n gebracht werden, verwandelt sich in 

+c[a-D])ct 5 D-mcf> 

Vergleicht man die von n unabhängigen Factoren in dieser Glei- 
chung mit denen, welche sich in dem aus den Formeln (21) und 

(22) hergeleiteten Ausdrucke für m ergeben, so erhält man fol- 
gende Gleichungen: 

wofür * der Reihe nach j— 1, i— 2,.~.4, 3 zu setzen ist, 

~ CO = ~ ^ 3 Gl + ^ f ar^O C ntJ 

-KT/M?!- f 

im Ganzen drei Gleichungen mehr ah fcur Bestimmung tf*** 

l 

J 

1 
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Factoren J , • • [J^ erfordert werden. Soll daher die Eör- 

niel (16) sich halten können, so müssen die Gleichungen (26), (27) 
(28) als nothwendige Folgen der übrigen Gleichungen (23), (24), 
(25) sich nachweisen lassen. Vorher aber wollen wir die durch 
die Gleichung (25) festgesetzten Relationen möglichst vereinfachen. 
Wird nämlich der Kürze wegen [für A=4, 5,.,.t] 

und im Besondern 

D+i]-C , 7 1 ]=^ ii+1 > -CD-O*** 

gesetzt, so verwandelt sich die Gleichung (25) in 

t*(l-M + l)+t(«-lf A + 2)...+ + (*-M>| (25W) 

and die Gleichungen (23) und (24) in 

t^(f, i+l)=0, *<•, i)=0; 

also verschwinden in obiger Summe sogleich die zwei letzten Glie- 
der op(i — 1, i) und #(i—- 1, i— 1); folglich werden auch ^(t,i— 1) 
und ^(», i — 2) verschwinden. Wenn aber dem so ist, , so müssen 
auch — 1, i — 2) und — 1, t— 3) verschwinden; folglich ver- 
schwinden wegen (25 w *) auch i/;(i, i — 3) und i/;(i, t — 4). Setzt 
man dieses Verfahren weit genug fort, so folgt überhaupt, dass 
y(i , k) verschwindet, welche der Zahlen 3, 4> . . . *'+ 1 man auch für 
k substituiren mag. Wir haben also statt der Gleichungen (23), 
(24) , (25) folgende einfacheren Relationen : 

C] _ [j+l] = 5=iD=l]- > W> 

in-iä Yi'o'i \ 
GD-ra- 

aus denen sich durch Addition sogleich die Formel 

i 
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•• + w['7'] 1301 

ergie /n^ J ^ sind wir im Stande, die Richtigkeit der Gleichun- 
gen (26), (27) und (28) zu prüfen. Wenn wir nämlich in der vor- 
hegenden Gleichung (30) för k nach und nach 3, 4, 5,...i, t + 1 
setzen und dann addiren, so erhalten wir 

'rosr-.i-EK 



wodurch die Gleichung (27) verificirt ist. In der Gleichune (28) 
lassen wir i in t+1 übergehen und multipliciren mit 2, so .ergiebt 

61 CO l 



■« 0 ^"2 ~ rö^O Em] ~JL*fm [ m l ] 
Wenn wir nun hierin für den aus (30) sich ergebenden Werth 

substituiren, so erhält die Grösse a ls Factor die 

Summe 

m=£H f. f \ 1 -v. 

... 

deren Werth =(A-1) Q + + Jj«. Die )i nkeSeite 

obiger Gleichung wird daher 

und ist somit mit der rechten Seite identisch. Hiedurch ist die 
Richtigkeit der Gleichung (28) bewiesen. Um endlich noch die 
Gleichung (26) zu verificiren, addiren wir zu derselben die Glei- 
chung (28) und erhalten: . . . 

■ 

~ [3 ] = H? 3 ] _ d» G + ~ ä) C 

m=» V4 n»-l mJl_ m J 
Wenn wir nun hiezu noch die Gleichungen 
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m 

und : 

• * 

addiren , so ergiebt sich mit Weglassung des Factors i: 

o=s( i i-) r^i-^i n-n, 

Vw-2 m—\J L wi J m L w J 

♦ 

oder auch • 

4 v . 

oder, da wegen (29) 



und überdiess 



+ 4= 1 



ist, so ist 



k(k— 1) ' * jfe-1 



welche Gleichung mit (30) übereinstimmt. Somit sind alle drei 
überzähligen Gleichungen (26), (27) uud (28) notwendige Pulsen 
der übrigen, diesen unmittelbar vorhergehen aen Gleichungen. Von 
nun an tritt die Gleichung (16) sammt allen ihren Consequenzen 
in volle Kraft. 

Um einen independenten Ausdruck für die Grosse |~^.^| zu 
kommen, geben wir der allgemeinen Gleichung in (29) die Gestalt: 

ü(A-2).Ln-J7(A^).'ß-j] 

Integrirt man diese Gleichung unter der Annahme, dass der 
Unterschied f — k constant sei, so ergiebt sich: 
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^03= 2 + 3 J + 

.:. ... + ^ (33) 
Für £=±£+1 ist diese Formel nicht anwendbar. Es ist aber 

*™-Ll !>*<«-»• C'Y> m G] = ,! 

folglich 

^ • D-iK * + 3 1 • • • + 

11. s. f, 

■ • 

Wenn überhaupt 

n 12 lg 1^ 1 »h n 

^=2^ + 3^+^...+ ^ T r m und ^=1 
gesetzt wird, so ist 

DD (34) 

Die Gleichung (20) kann nunmehr durch 
ersetzt werden. 

Die Gleichungen (30) und (31) enthalten zwei die Functionen 
T betreffende Sätze, die ich hier noch einmal beweisen und mit 
zwei andere vermehren will. Aus der Definition der Functionen 
T ergiebt sich nämlich unmittelber die Gleichung 

X A-i 1 A+i 

Tn— A— 3V-A "T" ^ _j_ j 7»— A— i« 

Dividirt man diese Gleichung durch ItX, so entsteht: 

X X+i X-x 

!•>.> • Tn—X * n-»A— l Tn—X 

nx J7(Jt+i)~~ m ' 
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wofür, wenn l = n wird, 

n n— i 

iln 17« 



cu setzen ist Wenn man nun diese Gleichung von K =± m bis 
A=n integrirt, so erhält man 

jTn — m Tr^X / j \ 

was der Gleichung (30) entspricht Der kleinste Werth , den hier 
m haben kann, ist m=l. Integrirt man diese Gleichung von m = 1 
bis m~n, so erhält man 

m Ä— 1 m . , . 

m=i 17m a=i iii m=i Ilm 

Also ändert sich der Werth der Summe * ^* !T«_a nicht, wenn 

auch darin n — 1 für n gesetzt \yird; folglich behält diese Summe 
immer denselben Werth, welche ganze positive Zahl für n auch 
substituirt wird. Nun wird für n=*l der Werth dieser Summe 
1 4, 

-jjj Tq as 1 ; folglich ist überhaupt fär jeden ganzen positiven 
Werth von » mit Einschluss der Null: 

■ 

V%*=i. (ii) 

Dieses stimmt überein mit der Formel (31). Zwei neue Formeln, 
welche gelten, wenn 6, m t n ganze und positive Zahlen sind» sind 
folgende: 

X A-i l A-i 

— m du m~ 9 



welche zeigt, dass der vorliegende Ausdruck seinen Werth nicht 
ändert, wenn darin m und n vertauscht werden; und 

A A-i 

welche Formet zeigt , dass der Atisdruck links «einen Werth nicht 
ändert, wenn m + * constant bleibt« Um die Formel (III) zu ve- 
rinciren* setze ich auf der rechten Seite derselben 

1 A Ä-i 
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A 

ordne nach den Functionen T m +i , setze dann 
a i Ui a-i 

1 a-\-n— i— A — ^ j *Vf-n— fc— A = ^Vf-n— i— A 

und schaffe den einzigen negativen Term auf die linke Seite hin- 
über; auf diese Weise erhalte ich 

A=a \ m | A A— i A=o— l+n 1 A A— i 

A=f_! m* rn 71 °+ w - ; - = a=£i BT Tm +* T *+«-i-i- 

Diese Gleichung, die sich von (III) nur dadurch unterscheidet, 
dass a um 1 kleiner und m um 1 grösser geworden ist, ist mit 
jener zugleich gesetzt. Wenn daher eine Formel von der Form 
(III) wahr ist, so sind alle andern Formeln von derselben 
Form, in denen die Zahlen a-fm und n dieselben Werthe haben, 
auch wahr. Wenn wir aber in (III) respective a-f-7/i, 0, n für 
a, m, n setzen, so verwandelt sich jene Formel in 

( ofm ).=a-\-m \ n J A— i 

was mit (I) übereinstimmt, wenn dort a -|- 771 + 71, a-fm respective 
für 7i, 77i gesetzt wird. Hiedurch ist die Richtigkeit der Formel 
(III) bewiesen. — Was nun die Formel (IV) betrifft, so leuchtet 
ihre Richtigkeit für m = l sogleich ein. W 7 enn m^l ist, so lässt 
sich auf ähnliche Weise wie vorhin zunächst zeigen , dass 

A=m \ A A — i A=m — i i A A— i 

ist, wo die rechte Seite von der linken sich nur dadurch unter- 
scheidet, dass 7t um 1 grösser und 7ti um 1 kleiner geworden ist. 
Folglich bleibt der Ausdruck zugleich mit 771 + 71 constant. Setzt 
man aber darin für m, n respective I, 771 + 71 — 1, so verwandelt 

er sich in Tm \ n - \ * 

Mittelst der Gleichungen (4), (0), (8), (11), (16), (35) ist nun 

n 

die Summe d aller t fachen Producte , welche ohne Wiederho- 
lungen aus den Elementen 1, 2, 3, 4,... 71 — 1 gebildet werden 



— n 




können, wie auch die Summe d aller ifachen Producte, welche 
mit Wiederholungen aus den Elementen 1, 2, 3,...rt gebildet 
werden können, zwar als eine rationale ganze Function von 71, 
vom 2/ten Grade, aber in Beziehung auf 1 unter der Form einer 
sechsfachen Summe dargestellt, welche die transcendenten Fun- 
ctionen S und T implicirt. Indessen könnte Kt oder H f > das in 
der gegebenen Entwickelung als dreifache Summe erscheint, 
unter der Voraussetzung, dass der absolute Werth von 3 kleiner 
als.lcsei, auf eine zweifache Summe zurückgebracht werden : denn 
aus der Natur der Gleichung (10) erJieSlt sogleich, dass H t das 
Product der beiden Reihen 
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f 

1 + «i + ß + «* ß* + «a P 3 + <* c - 



ist, von denen die erste dem Producte ^1 — ^ ( * ~~ (*~~3 ) 

... f ) g |eich * ,st - Da ,lu » A in Bez' ehun 8 auf -P vom 

Grade |^ oder i^l ist, je nachdem £ gerade oder ungerade ist, ^ 

also jedenfalls den Grad s des so eben genannten Products nicht 
erreicht, so kann die andere Reihe unter die Form 



■ 



1 l 

gebracht werden, aus welcher sogleich erhellt, dass diese Reihe 

^^ + 4/53 + etc. in inf. 

fär ß < 1 convergirt. Durch Vertauschung der Folge der Suroma- 
tiooen erhält aber dieselbe Reihe die Gestalt 

. «♦:**ä =D cK)'C2 r,f! 0- (a) 

aus welcher bei dem gänzlichen Mangel negativer Glieder mit 
Notwendigkeit folgt, dass auch die Reihe 



Tri m 



l+7\^+ ar 2 x 2 +r 3 a: 3 + etc. in inf. (a) 

■•..*.• 
convergirt, sobald x absolut kleiner als 1 ist, ein Ergebniss, von 
dem ein directer Beweis noch zu wünschen ist. Denn folgender 
Versuch fuhrt nicht zum Ziele. 

Die Zahl der in dem Aggregat T% enthaltenen i fachen Pro- 
ducte beträgt (» +«-!)•(« » + <±jj, und der 

l *" 

Werth des grossten Products ist ^, . ; folglich ist 7< kleiner als 

w(m+ 2£-l)\..(m+t-Kl2 1 £ine Reihe ab die diegen Au8 . 

1.2...... , 2* 

druck zum Coeflicienten der Potenz x* hätte; würde convergiren, 
sobald x < \ wäre. Um so mehr wird also obige Reihe con- 
vereiren, wenn ist. — Die Sache ist jedoch leichter als 

m 

es anfangs schien. Aus der Formel (II) folgt nämlich T% < Um. 

Also ist die Reihe (a) für x <1 convergenCund ihr Werth klei- 

. Jim 

ner als - A ■<■ . 

I — x 



406 

Wenn man den Ausdruck (1) fär in Partialbrüche zer- 

legt, so erhält man 

Pi-n) = ^(-1) — *" — . L . (36) 

A=i m.II(n — k) l—kc 

Denkt mau sich nun diese Partialbrüche in geometrische Reihen 
nach den steigenden Potenzen von x entwickelt, so ergiebt sich 
sogleich ' N 



wo die Summe rechts bekanntlich verschwindet, wenn für ra-f-t 
ein positiver und ganzer Exponent, der kleiner ist als n , gesetzt 
wira. 

Bei dieser Gelegenheit möge erwähnt werden, dass die Summe 

gleich ist der Summe aller i fachen Producte mit Wiederholungen, 

die aus den Elementen f » 2 ' J' "» 6* Wlde * werdeo kennen, 

■ 

ein Satz, der übrigens, wenn dieses Aggregat mit Ui bezeichnet 
wird, leicht mittelst der Relation 



n+i n 1 n-ft 



Tis #7.-J ^ 



verificlrt werden kann. Wenn i ohne Ende wächst, so nähert sich 

TZ 

Üi ohne Aufhören der Gränze w. — Die Sache kann noch all- 

n 

gemeiner gemacht werden. Es bezeichne Vi die Summe aller 
1 fachen Producte mit Wiederholungen, die aus den Elementen 
111 

-— -r , — .— : , ,.. — — gebildet werden können, oder mit andern Wor- 
ten, es sei 



('-4i)0-4s) ••• -(«-hO 

= 1+ V x x\V % x* + F 8 a: a + etc., 



so ist 

■ » 




Aus dieser Gleichung folgt nun: 



uigm 
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_ 2 H-P 1 «+r t o»...+ F<-i a*-'' 



n n n 

Die Reihe (a) ist einer Verwandlung fähig, aus der man so 
gleich sieht, dass sie tur z^l convergirt. Es ist nämlich 

7 *-.£ -TTT C7n - l - n ^ TrT JTi V-H. ( ( V V 



Vo JJf. ro ~ , ~" *~o ^ »+< 

Hieraus ergiebt sich durch Vertauschung der Folge der Summa- 
tionen und indem man (\ 
endlichen Werth e setzt: 



tiooen und indem man för die Reihen, welche U enthalten, ihre 



w=3D n 1 
2 T m x"> = 



f. 



1 1 2 

X r=rrX^ 



x m in 



1 



0 «+2)( 1 n+3)( 1 JTr) 



. • • 



1 



O-fX-ö 0-1) ,;. 

, 4 ll+l Hl M+2 JT2 . . . f I m 

xi + 7irx"vTZ^T" (VI) 

n+1. V 1 n+3/ ) 

Wenn man den ersten der beiden hier gegebenen Ausdrucke 
in der Formel (A) substituirt und die Folge der Summationen 
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umkehrt, so erhält man unter' Berücksichtigung der Relation 
chungen (11), (16), (35) folgende endliche Formel: 

M'-fX'-i) -0-9 




Allgemeine Lehrsätze über Systeme 
von Krallen und ihrer Momente. UTaelt 
Chasles In Uouville's Journal. Hai et 

Juln 184V. 

Von dem 

Herrn I>octor J. Dienger, 

Lehrer an der höheren Bürgerschule zu Sinsheim bei Heidelberg. 



1) Zwei Systeme von Kräften, die in beliebiger Anzahl vor- 
handen sein mögen, heisseo aequivalent, wenn man ein System 
auf das andere, durch Zusammensetzung oder Zerlegung der 
Kräfte, zunickfuhren kaun; oder, was das Nämliche ist, wenn 
die Kräfte beider Systeme, parallel mit sich selbst in einem 
Punkte angebracht, dort die gleiche Resultante geben und dadurch 
das nämliche resultirende Kräftepaar (couple) hervorbringen. 

2) 1. Lehrsatz. Wcifh man zwei beliebige Systeme von 
Kräften hat und multiplicirt jede Krad des ersten Systems mit 
jeder des zweiten und mit dem Cosinus des^ v Winkels der Rich- 
tungen beider Kräfte, sp hat die Summe aller! dieser Produkte in 
Bezug auf die genannten zwei Systeme den' nämlichen Werth, 
als die Summe der ähnlichen Produkte in Bezug auf zwei Systeme 
von Kräften, die den ersten zwei aequivalent sind. 

Seien a, a? y .,.. die Kräfte des einen, 0, b' die des andern 
der zwei Systeme; -A 9 A', ....;) J5, 2T,.... die Kräfte der aequiva- 
lenten Systeme; bezeichnen wir den Winkel der Richtungen der 
Kräfte a, b mit (a, 6), so muss 

2 Sab cos («, b) = 22AB cos (A , B) 
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sein, tvo das eine Zeichen ßich auf alle Kräfte 6, B, das andere 
auf die «, A erstreckt. Betrachten wir zunächst das Glied 
lab cos («,&), wenn das 2- Zeichen sich bloss auf die b erstreckt, 
so ist offenbar 

2ab cos (a , 6) 
= a [b cos (a, b) + b' cos {a s b') + 6"cos (a, 6") + . . . . J ; 

d. h. dieses Glied ist —a, multiplizirt mit der Summe der Pro- 
jektionen aller Kräfte b auf a. Nun ist aber das System der 
Kräfte B mit dem der b aequivalent, somit ist 

2bcos(u,b) = 2Bcos(a,B), 
u 2b cos (a,b) = a2B cos (a,B). 



also auch 



Ganz eben so findet sich : 

B2acos (<v B) = B2A cos (A , £). 
Hieraus aber folgt leicht 



Eab cos (a , 6) = 22aB cos («,/?), 
22a B cos (u , 2?) == 2727 J£ cos (4 , ü) ; 

woraus endlich 

2:2;« 6 cos (a, 6) = 2:2^/? cos (A,B), 

was den zu beweisenden Lehrsatz ausspricht. 

Anmerkung. Um die Gleichung 2b cos (a, 6)= 2B cos («,/?) 
zu beweisen, darf man sich die Kräfte b parallel mit sich selbst 
in einen Punkt der Richtung der Kraft a versetzt denken, und 
wird sie dort in eine einzige Kraft zusammensetzen können, deren 
Projektion auf a "gleich 2bcos(a,b) ist; sei diese Kraft = ß, so 
ist also ß cos (a, p) — 2b cos («, b). Verfährt man eben so mit den 
Kräften B, so muss man die gleiche Resultante ß erhalten, und 
es ist folglich auch ß cos (a ,ß) = 2B cos (a , B) , woraus nun die 
Gleichung folgt. 

3) Nehmen wir an, es haben die Kräfte a, a',.... eine ein- 
zige Resultante A; die Kräfte b, //,.... eine einzige Resultante 
JÖ; so wird man die Kräfte A, B statt der zwei Systeme 
A, A 1 -B, B' setzen können, und also aus Lehrsatz I. 
(§. 2.) erhalten: 

ii£ cos = 2;2?ö£ cos («,o). 

4) Seien ferner die Kräfte 6, durchaus die nämli- 
chen wie a, a',...., so ist A = B, (A,B) = 0 und es zerfällt 
22abcos(a,b) in 2a 2 und 2 2?2:<m' cos («, a'); folglich ist 

^2 = 20* + 2S2aaf cos (« , a') , 

d. h. wenn mehrere Kräfte eine einzige Resultante haben, so ist 

Theil X. 27 



410 



das Quadrat derselben gleich der Summe der Quadrate der ein- 
zelnen Kräfte, vermehrt um das Doppelte der Summe der Pro- 
dukte dieser Kräfte, jedes einzelne Produkt gebildet aus zwei 
verschiedenen Kräften, multiplizirt mit dem Cosinus des Winkels 
ihrer Richtungen; oder in Zeichen: 

A* = o a + a'* -f a"* + a'" 2 + .... 

-f W cos (a, a') + W cos (a, a") + 2aa"' cos (a , a"') -f .... 
-f 2a'a" cos (a' , a'O + 2a'a"'cos (a' , a nl ) + .... 
+ 2aV''cos(«'',a''') + .... 

5) II. Lehrsatz. Wenn man zwei Systeme von Kräfte- 
paaren hat, und das Produkt des Momentes jedes Paars des 
ersten Systems mit dem Momente jedes Paars des zweiten 
Systems und mit dem Cosinus des Wiukels der Ebenen beider 
Systeme bildet, so ist die Summe dieser Produkte von gleichem 
YYerthe mit der Summe von ähnlichen Produkten in Bezug auf zu ei 
aequivalente Systeme von Kräftepaaren. 

Um Kräftepaare zusammenzusetzen oder zu zerlegen, errich- 
tet man bekanntlich auf ihren Ebenen Senkrechte, gleich den 
Momenten der resp. Paare, betrachtet diese Senkrechten als 
Kräfte und setzt sie dann zusammen oder zerlegt sie. Diese Be- 
trachtungen, verbunden mit Lehrsatz I. , führen unmittelbar zu 
Lehrsatz IL 

6) Ein System von Paaren m, m',.... kann immer zu einem 
einzigen Paare M, ein anderes System n, n' zu einem einzi 
gen ;V zusammengesetzt werden; demnach ist, nach §. 5., ana- 
log §. 3. : 

MN cos (M , N) = EEmn cos (ra , «). 

7) Sind 7/t, in',.... identisch das Nämliche wie n, n' 
so ergiebt sich , wie §. 4. : 

M*=^ 2m 2 + <22Zmm' cos (m, m'). 

• 

8) Da das Moment einer Krall in Bezug auf einen festen 
Punkt nichts Anderes ist als das Moment eines Kräftepaares, 
dessen Hebelarm die Senkrechte von jenem Punkte auf die Kraft 
ist und dessen beide Kräfte einzeln gleich der gegebenen Kraft 
sind, so folgt aus Lehrsatz II.: 

III Lehrsatz. Man habe zwei beliebige Systeme von Kräf- 
ten, bilde die Momente der Kräfte des ersten Systems in Bezug 
auf einen festen Punkt, die Momente der Kräfte des zweiten 
Systems in Bezug auf einen andern festen Punkt, multiplizrre 
jedes Moment des ersten Systems mit jedem des zweiten und 
mit dem Cosinus des Winkels der Ebenen der betreffenden zwei 
Momente: so behält die Summe aller dieser Produkte den näm- 
lichen Werth, wenn man die zwei Systeme von Kräften durch 
zwei aequivalente Systeme ersetzt, und die Momente in Bezug 
auf die nämlichen festen resp. Punkte nimmt. 

Alle Kräfte des ersten Systems können durch zwei Kräfte 
ersetzt werden, von denen die eine durch den ersten festen Pnnkt 
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geht. Das Moment der zweiten ist aequivalent den Momenten des gan- 
zen Systems und bildet das resultirende Moment oder das Hauptmo- 
ment desselben. Es ist gleich der Summe der Projektionen aller Mo- 
mente der Kräfte auf seine Ebene, welche letztere diejenige 
Ebene ist, für w elche die Summe der Ürthogonalprojektionen 
aller Momente ein Maximum ist Sei M dieses Hauptmoment der 
Momente tn, m' des ersten Systems, ebenso A das Haupt- 
moment der Momente n, des zweiten Systems; so ist 

MJS cos (M, N) = 22mn cos (m , 

Sind die zwei Systeme identisch, so ergiebt sich: 

M 2 = 2m* -f 222mm' cos (/»,?»')• 

9) Es wirke ein System von n Kräften a; a' , — auf einen 
Körper, oder mehrere mit einander verbundene Körper, und man 
bringe in irgend einem Punkte n Paare gerade entgegengesetzt 
wirkender Kräfte an, von denen jedes Paar gleich und parallel 
einer der Kräfte a, a',.... ist; so kann man sich bekanntlich 
statt der n gegebenen Kräfte, in verschiedenen Punkten wirkend, 
dieselben n Kräfte an dem einen Punkte wirkend denken, verbun- 
den mit n Kräftepaaren, deren resp. Momente (Intensitäten) gleich 
sind dem Momente jeder der n Kräfte in Bezug auf den ange- 
nommenen Punkt. Zwischen den n Kräften wird Gleichgewicht 
sein, wenn die Resultante derselben» sowie das resultirende Paar, 
Kuli ist, d. h. »ach §. 4. und §. 7., wenn 

2a 2 + 222aa' cos (a , a') == 0, 
2m* + 222mm' cos (mm') = 0 ; 

* « • 

wo 7», m',~» die Momente der Paare ausdrücken. 

Diese beiden Gleichungen ersetzen die bekannten sechs Glei- 
chungen des Gleichgewichts. Denn seien a x , a y , a z die drei Kom- 
posanteo von a, parallel mit drei auf einander senkrecht stehen- 
den Koordinateuaxen , und zerlegt man eben so die Kräfte 
so ist offenbar die erste dieser zwei Gleichungen übereinstim- 
mend mit 

■ 

(a x + a x ' + ....)* + (a y + aj + ....)■ + («« + a z ' + ....) 2 =0, 
d. h. mit 

ÖX + Ox' + ....=0, Oy-\-ay + ....=0, «»+ fls'-f ....=0. 

Ersetzt man eben so das Paar m durch seine drei Projektionen 
auf die drei Koordinatenebenen, m x , m^, m z > so ist die zweite 
Gleichung übereinstimmend mit 

{m x + m x ' + ....)* + (m g + mj + ....)» + (m z + m z ' + ....) 2 =0, 
d. b. mit 

m s -\-m x +....=0, ?%+my'+....=0, m z -f m% + ....=0; 
welches die bekannten sechs Gleichungen des Gleichgewichts sind. 

27* 
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10) IV. Lehrsatz. Man habe zwei Systeme von Kräften, 
nehme das Moment einer jeden Kraft des ersten Systems io Be- 
zug auf einen festen Punkt, multiplizire jedes dieser Momente 
mit jeder Kraft des zweiten Systems und mit dem Sinus des 
Winkels, den die Richtung der Kraft mit der Ebene des Momen 
tes macht; so wird die Summe aller dieser Produkte den gleichen 
Werth behalten, wenn man die zwei Systeme von Kräften durch 
zwei ihnen resp. aequivalente ersetzt. 

Seien a, a',.... die Krallte des ersten Systems; m, m',.... 
ihre Momente in Bezug auf einen festen Punkt; 6, b' die 
Kräfte des zweiten Systems. Seien ferner A , A die Kräfte 
des dem ersten aequivalenten Systems; M y M',.... ihre Momente 
in Bezug auf denselben festen Punkt; ß, B die Kräfte des 
dem zweiten aequivalenten Systems: so muss 

2Zbm sin (6 , m) = ZZBM sin (B , M) 

sein. Denn man ziehe durch den festen Punkt Gerade, welche Kräfte 
(i, fx' , fij vorstellen, gleich den Momenten m$ m',.... 
und )/, M' und senkrecht sind auf den Ebenen dieser Mo- 
mente, so werden diese Kräfte zwei aequivalente Systeme dar- 
stellen« Demnach hat man nach Lehrsatz I.: 

ZZb(icos(b ,ft) = 2EBu, x cos (B 9 p x ). 

Aber es ist fi = m, cos(b f fi) = sin(6,m); (i l =M f cos^,^) 
— sin (ß , iV) , woraus nun der Lehrsatz folgt. 

11) Das Vorzeichen eines jeden Gliedes der Summe 
ZZbm sin (b , m) hängt von dem Winkel ab, den die Richtung von 
b mit der Axe des Moments m (d. h. mit der Senkrechten auf 
der Ebene des Momentes) macht; die Richtung dieser Axe, über . 
oder unter der Ebene des Moments, hängt von der Richtung der 
Kraft a ab. Denkt man sich diese Ebene unter dem Auge, so 
wird die Axe nach dem obern Theile des Himmels gerichtet sein, 
wenn die Kraft a nach einer bestimmten Richtung hin zu drehen 
sucht; dagegen nach dem untern Theile des Himmelgewölbes, 
wenn sie in entgegengesetzter Richtung zu drehen strebt Man 
kann aber das Vorzeichen noch auf eine direktere Art bestimmen. 

Denken wir uns nämlich zuerst die Axe des Moments m nach 
oben gerichtet, so wird siii(6,#/t) das -f- oder — Zeichen haben, 
je nachdem 6, welche Kruft ihren Angriffspunkt in der Ebene des 
Moments haben möge, filier oder unter derselben ist. Im erstem 
Falle wird ein Auge, das an dem einen Ende der Kraft b sich 
befindet und nach dem Angriffspunkte hinsieht, die Kraft a nach 
einer bestimmten Richtung hin zu drehen suchen sehen; im an- 
dern Falle in entgegengesetzter Richtung. (Im einen Falle z. B. 
wie' die Zeiger einer Uhr, im andern entgegengesetzt.) Das Zei- 
chen von bm sin (b,m) wird also bestimmt nach dem Sinne, in welchem 
ein Auge, das sich am Ende der Kraft b befindet und nach ihrem 
Angriffspunkte hinsieht, die Kraft a drehen sieht. Man überzeugt 
sich leicht, dass es eben so ist, wenn die Axe des Moments 
unter der Ebene des Momentes ist. W T ir sagen also: Das Glied 
bm sin (b, m) hat das Zeichen -f- oder — , je nachdem die Kraft a, 
gesehen von dem Ende der Kraft b (nach ihrem Angriffspunkte hin), 
in einem bestimmten Sinne zu drehen sucht (z. 1$. in dem Sinne 
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der Bewegung der Zeiger eines zugleich angesehenen Zifferblattes 
einer Uhr), oder im entgegengesetzten Sinne. 

12) Das Volumen eines Tetraeders, welches zu entgegenge- 
setzten Kanten die Geraden a, b, deren kürzeste Entfernung r 

. . . . . . ... abr sin(<z,6) 

ist, hat, ist gleich 

Es ist zuerst leicht einzusehen, dass, wenn man eine Kante eines 
Tetraeders in ihrer eigenen Richtung sich bewegen lässt, dadurch 
das Volumen desselben nicht geändert wird. Diess vorausgesetzt, 
lässt sich nun der Lehrsatz in folgender Art beweisen. Seien 
in Taf. V. Fig. 1. aa' , ßß' die zwei entgegengesetzten Kanten. 
Durch a lege man eine Ebene, senkrecht auf ßß' , von der wir 
voraussetzen, sie gehe durch den Anfangspunkt ß (da man im an- 
dern Falle ßß' in seiner Richtung fortbewegen kann). Sei aa" 
die Projektion von aa' auf diese Ebene, pp eine Senkrechte 
von ß auf aa" ; diese Senkrechte ist gleich der kürzesten Ent- 
fernung r der beiden Kanten. Das Tetraeder, welches wir 
befrachten, ist seinem Volumen nach gleich dem über den Kanten 
ßß* und aa" (als entgegengetzten Kanten), weil beide Tetraeder 
die drei Spitzen ß, p', a gemeinschaftlich haben und die Spitzen 
a* , a" auf einer Linie liegen , die parallel ist zur Ebene der Punkte 
ß, ß' , a. Nun hat das letzte Tetraeder zum Volumen : 

aaf !'fo . QP - j aa " . ßßi . r = i a(( ' . cos afaa» . ßß' . r _ [aftr sin („ f (,), 

wenn aa' — a, ßß'zzih. Dieser Ausdruck ist also auch das ( Volu- 
men des in Frage stehenden Tetraeders, was den Lehrsatz beweist. 

13) Da^Tetraeder , welches über zwei Kr h Ilten, als entgegen- 
gesetzte Kamen desselben betrachtet, errichtet wird, hat ein Vo- 
lumen gleich dem sechsten Theile des Produktes einer der Kräfte 
mit dem Momente der andern, in Bezug auf die erste genommen. 

Denn das Tetraeder über <m\ ßß' M »»'•ft^W.ft?') , 

Nun versteht man unter dem Momente der Kraft aa' in Bezug 
auf die Kraft ßß 1 das Moment der Komponente dieser Kraft in 
einer auf ßß' senkrechten Ebene, genommen in Bezug auf den 
Punkt, wo diese Ebene die ßß' trifft Dasselbe ist also aa" .ßp 
= cta" ,r=aa' ,r.&\n(aa' ,ßß'), was nun den Satz beweist. 

Das Moment der Kraft aa' in Bezug auf ßß' ist aa" .ßp, gleich 
der doppelten Fläche des Dreiecks aßa". Dieses Dreieck selbst 
ist die Projektion eines Dreiecks, dessen Grundlinie aa' ist und 
dessen Spitze in ßß' sich befindet. Das Doppelte dieses Drei- 
ecks aber ist das Moment der Kraft aa' in Bezug auf jenen Punkt 
in ßß'. Man kann also auch sagen: 

Das Moment einer Kraft in Bezug auf eine Gerade ist die 
Projektion des Momentes der Kraft in Bezug auf einen Punkt der 
Geraden, wenn die Projektion auf eine Ebene geschieht, welche 
senkrecht auf der gegebenen Geraden steht. 

14) V. Lehrsatz. Man habe zwei Systeme von Kräften, 
bilde über jeder Kraft des ersten Systems in Verbindung mit 
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je einer des zweiten, als entgegengesetzten Kanten, Tetraeder, 
so wird die Summe der Inhalte aller dieser Tetraeder unverändert 
bleiben , wenn man statt der zwei betrachteten Systeme zwei ihnen 
resp. aequivalente wählt. 

Bezeichnen wir die Systeme, wie in §. 2., so ist 

■ 

22 Tetr. (a,b) = 22 Tetr. (A,B), 

worin Jedes Glied das Zeichen -f oder — bat, je nachdem die 
eine Kraft, gesehen von dem Ende der andern, in einem bestimm- 
ten oder dem entgegengesetzten Sinne zu drehen strebt. 

Beachtet man das in §. 13. Gesagte, so ist der Beweis gana 
der gleiche, wie in §. 2. Denn es ist, wenn das Zeichen 2 sich 
bloss auf b bezieht, 

-STetr. (a, b) = g- 2 (der Momente von b,b' t .... in Bezug auf a) 



a 



— g ~2 ( » » » B t B f 9 ... 99 „ „ „) 
= 2TTerr. (a,B). 

Eben so 

— 

-STetr. (a 9 B) = 2Tetr. (A 9 B) 9 

wenn das Zeichen 2 sich auf a 9 A bezieht. Also 

22 Tetr. (a,b)= 22 Tetr. (a 9 B) = 22 Tetr. (A 9 B). 

Was die Regel der Vorzeichen anbelangt, so ist zu^iierken , das« 
man in 

2; (der Momente von b, 6',.... in Bezug auf ö) 

den einzelnen Gliedern das -f- oder — Zeichen geben muss, je 
nachdem die betreffende Kraft, gesehen vom Endpunkte von a 
aus, in einem bestimmten oder dem entgegengesetzten Sinne zu 
drehen strebt (§. 10.). 

15) Gesetzt 6, 6',.... seien identisch die nämlichen wie 
a, a',.... und eben so B, B 1 ,. ... wie A, A',...., so schliesstman : 

Man habe zwei aequivalente Systeme von Kräften, so ist die 
Summe der Tetraeder, die man auf je zwei Kräften des ersten 
Systems, als entgegengesetzte Kanten betrachtet, bilden kann, 
gleich der Summe der Tetraeder, die man auf ähnliche Weise 
mit den Kräften des zweiten Systemes zu bilden im Stande ist. 

Begreiflicher Weise gilt Alles, was Von zwei aequivalenteti 
Systemen gesagt ist, von zwei Systemen, die sich gegenseitig 
das Gleichgewicht halten. 

16) Daraus folgt: 

Wie man auch immer die Kräfte eines Systems von Kräften 
durch zwei Kräfte ersetze, so ist immer das Tetraeder über die- 
sen zwei Kräften von gleichem Volumen. 
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17) Sind diese zwei Kräfte in einer Ebene, bilden also ein 
Paar oder reduziren sich auf eine einzige , so ist dieses Volumen 
Null. Also : 

• Die geometrische Bedingung, das« ein Svstera von- Kräften 
eine einzige Resultante hohe oder sich auf ein Paar (couple). redu- 
ztre, ist, aass die Summe der Inhalte der Tetraeder, die man auf 
je zwei Kräften des Systems entgegengesetzter Kanten errichten 
kann, Null sei. 

1$) Wenn Kräfte mit einander im Gleichgewichte sind und 
man theilt sie in zwei Gruppen, so sind die Kräfte der einen 
Gruppe im Gleichgewichte mit denen der andern. Also nach §. 15. : 

Wenn Kräfte mit einander im Gleichgewichte sind, so ist die 
Summe der Tetraeder, die man über mehreren derselben dadurch 
bilden kann, dass man je zwei als entgegengesetzte Kanten be- 
trachtet, gleich der Summe der Tetraeder, die man auf gleiche 
Weise über den übrigen Kräften bilden kann. 

19) Man schliesst hieraus : 

Wenn vier Kräfte im Gleichgewichte sind, so ist das Volumen 
des Tetraeders, das auf die genannte Art über zweien derselben 
errichtet wird, gleich dem Volumen des Tetraeders über den an- 
dern zwei. 

20) VI. Lehrsatz. Wenn zwei aequivalentc Systeme von 
Kräften an demselben festen Körper angebracht sind und man 
giebt diesem Körper eine unendlich kleine Bewegung, bildet so- 
dann das Produkt einer jeden Kraft mit dem Wege, den ihr An- 
griffspunkt im Sinne der Richtung der Kraft durchlaufen hat, so 
ist die Summe aller dieser Produkte für das eine System gleich 
der Summe derselben für das andere System. 

Sei mm' der Weg des Angriffspunktes m von a, so ist 
n. mm' .cos (a, mm') das Glied- in Bezug auf diese Kraft, das in 
Sa . mm' . cos (a, mm') eintritt. Man muss also beweisen , dass diese 
Summe unverändert bleibt, wenn man a, «',.... durch ein aequiva- 
lentes System ersetzt 

Jede unendlich kleine Bewegung eines freien festen Körpers 
kann als aus zwei gleichzeitigen" Bewegungen entstanden gedacht 
werden, von denen die eine eine ümd rehungsbewecung um eine 
bestimmte Gerade, die andere eine fortschreitende Bewegung ist. 
Seien, »ut, mu! die zwei Koniposanten der Bewegung von m, so 
Wt ma für jeden Punkt des Körpers verschieden, mfi' filr alle 
gleich; ferner ist bekanntlich 

mm' . cos (a , mm') = mfi cos (a , nifi) -f mfi' cos (a , mfi') , 
woraus^ folgt : 

Sa . mm' . cos (« , mm') = 2a. mfi. cos (a , mfi) -f mfi' . Sa . cos (a , mfi') . 

Da Sa. cos (a,mfi') ungeändert bleibt, wenn a, a',.... durch ein 
aequivalentes System ersetzt wird, indem dieses Glied nur die 
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Summe der Projektionen von o',.... auf mu' aasdrückt, so hat 
man diese Unveränderlicbkeit nur von dem Gliede Sa.mfi.coB(a,m^) 
zu beweisen. ■ 

mfi ist der Weg von m, hervorgebracht durch eine Umdrehung 
um eine bestimmte Gerade. Sei nun r die Senkrechte von m auf 
diese Gerade, 0 die Drehung, so ist mp=r.0i Nehmen wir an, 
eine Kraft, ausgedrückt durch 6, wirke nach jener Geraden, so 
ist ihr Moment in Bezug auf m gleich r0; also ist a.mft.cos(a,mfi) 

= a X (dem Moment von 6 in Bezug auf m) X cos (a,mp), 

= aX (der Projektion dieses Momentes auf eine Ebene, 

senkrecht auf a), 

= oX(dem Moment der Kraft 6 in Bezug auf a) (§. 13.) 

= 6 Tetr. (a, 6). 

Demnach 

<£a.mf*.cos(a,mf*) = 62: Tetr. (a,6). 

Das letzte Glied ändert sich nicht, wenn man a, a' durch 
ein aequivalenles System ersetzt (§. 15.), indem, wenn er, a' 
A, A',.... aequivalent sind, es aucri 6, a, a 1 0, A, A' 
sein werden, und die Summen Tetr. (a,a'), <££Tetr. (^4,^') 
ohnehin gleich sind ; also ist diess auch fär das erste der Fall 
was den Satz beweist. 

21) Man kann auch sagen: 

a . (Moment von 0 in Bezug auf a) 
= 0. (Moment von a in Bezug auf 0), 

was aus §. 13. unmittelbar folgt; und da die Summe der Momente 
von a, a in Bezu^ auf eine Gerade 0 konstant bleibt fär 
jedes mit diesem aequivalente System, so folgt das so eben 
bewiesene auch aus dieser Betrachtung. 

22) Wenn die Kräfte a, a',.... im Gleichgewichte stehen, so 
kann man sie durch zwei gleiche und geradezu entgegengesetzte 
Kräfte ersetzen, woraus folgt, dass alsdann 

Ea . mm' . cos (a , rowt') = 0 

ist. Diess ist das bekannte Princip der virtuellen Geschwin- 
digkeiten. 
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■ 



lieber die Transformation der unab- 
hängigen Veränderlichen in vielfachen 



und Integralen. 

Von dem 

Herrn Doctor J. Dienger, 

Lehrer an der höheren Bürgerschule xu Sinsheim bei Heidelberg. 



Seien x lt x^, x 9 ,...~Xn n unabhängige Veränderliche, a lf a^,....a» 
n andere unabhängige Veränderliche, verbunden mit den ersten 
durch die n Gleichungen: 

fl (#1 > &n 9 «£ , Oj, .... CK B ) = 0, J 

f%{X\t X%, Xn 9 Cti, O^,.... <*n) = 0, \ ^ 

■ 

• ■ 

welche, der Kürze wegen, durch A=0, / a =0,..../ , «=:0 darge- 
stellt werden mögen. 

Man stellt nun die Aufgabe, aus dem bekannten Differential 
5--, wo <S eine Funktion von x lt 3±,....x n ist, das 

OJTj CT« .... OXn 

Differential g g ^ — abzuleiten, worin x lf x 2 ,....x n durch ihre 

Werthe in u l9 <**,.... « a , wie man sie aus (1) ableitet, ausgedrückt 
werden. 

Sei 

Bx^ Bx 2 .... Bxn 

so ist U, der Annahme nach, eine bekannte Funktion von x x , or*,.... 
Nun ist: * 

dxi dx t ....dxn ^x\ Bx z &i 3 dxn Bx% ' 
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dx Bx .. dx n = ^ = / 1 8 ese * zt lv ' r ^* ^ ra Grosse 
g^- zu erhalten, muss man aber in V bloss x x als veränderlich 

ansehen, und alle andern Gr« >SSGn X% j »Z*3 j ■•• • Xn als konstant be- 
trachten. Unter dieser Voraussetzung enthalten die Gleichungen 
(1) n + 1 Veränderliche x x , «i , o^,....^. Obwohl Dämlich 
auch Funktionen der Veränderlichen a lt a^,....a n 
sind, so müssen diese Funktionen nun so beschaffen sein, dass 
sie sich nicht ändern, wenn a 1? a a >--«-«n dergestalt sich ändern, 
wie es die Aenderungsart von ^ verlangt , d. h. mit anderen Wor- 
ten, die einer Aenderung der Grösse x x korrespondireoden Aen- 
derungen der tt t ,.... a n müssen so beschaffen sein, dass dadurch 

keine Aenderung in den Werthen von x 2i x n vor sich geht. 

Da die Anzahl der Gleichungen (J) n ist, so kann man also jetzt 
eine der n-j-1 V eränderlichen x x , on , . . . . etn als die unabhängige 
Veränderliche betrachten, z. 6. und die andern n, also x lt a* f ....a ny 
vermöge der Gleichungen (1) durch diese ausdrücken, so dass 
z. B. x x als blosse Funktion von a x erscheint. Demnach ist, nach 
bekannten' Sätzen: 



Bjr_BVBx 1 
Ba x Bx L Ba x 



und es handelt sich bloss um die Bestimmung von jg-. Nun folgt 
aber, unter den so eben gemachten Voraussetzungen aus (1) 

^Xi Bct x Ba 2 Ba x 5a 3 Ba t ' ■ da n B(t l Ba x ' 
cfn Bx x A df n dor 2 f Bf n Ba 3 . ,^f»^ d/» . 

Sxldc*! + a« a a« 1 + 8« 3 ö« 1 " h ""^danBct^ av 

aus welchen Gleichungen sich ergiebt 

Bx x Mi 

Beachtet man aber das, was in Klügeis Wörterbuche, Supple- 
mente, Art. Elimination, hinsichtlich der Bestimmung einer 
Grösse aus n linearen Gleichungen gesagt ist, so wird man leicht 
einsehen, dass der gemeinschaftliche Nenner ist, der den Gros 
sen k Xi /- 2 ,. ..£n zukommt, wenn sie aus folgenden Gleichungen 
bestimmt werben: 

d/i h , < ?L , * g A i „i 

WS* + da* + aa, *»■+•■•■ *»- 1 » 

Bfn i ■ ^/n / iV« / . , Ö/üi ' *. _ i 

«3^ 1 8«t * + 8w, 8 *" + dän ; 
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nährend JH l der gemeinschaftliche Nenner der Grössen h lt ....k» 
sein würde, wenn sie heBtimmt Wörden aus: 

■ 

Demnach hat man 

d*S _ B*S / ^if/ 

In diese* Gleichung muss man in — sich ^ durch Ofj , .... Or, 

und sodann a%,....a n durch c^, or 2 ,....a*n ausgedrückt denken, was durch 

die Gleichungen (I) ermöglicht ist. Sonach enthält die Grösse 

jetzt die n unabhängigen Veränderlichen 
Nun ist 

a»a a a»- *s a^_ 

a^i ao* 2 ....axn a^ a^ a# 3 .... a#n a^' 

wenn 

a«,ar, dx„- ri —J~ iv, 0X1 

gesetzt wird. 

Jetzt hat man also bloss x 2 ate veränderlich anzusehen, wäh- 
rend a t , ar 3 ,.....ar n als konstant zu betrachten sind. Demnach ent- 
halten die Gleichungen (1) jetzt die Veränderlichen .2*1 , x%, 
a^ y a 3 ,....of a und man kann n derselben als Funktionen einer von 
ihnen , z. B. o? a , betrachten. Daher ist 

ar,__aFi a^a 

da^ a# a a^a * 

Durch die gleichen Betrachtungen, wie so eben, ergiebt sich: 

a# a m % 

worin iV a der gemeinschaftliche Nenner der Grössen A lf — k n 
ist, wenn sie bestimmt werden aus: 

dfn , , o/« a/« D/i, , . , S/n . , 
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■ 

M> die analoge Grösse, bestimmt aus: 

■ 

* i + a«* ** 1 aoj * 3 + — + a*„ An ~ 1# 

Duraus folgt zunächst offenbar 
und sodann 

d_V_ d»S d n S ( M£\ 

a«a da l va^5x% ....dar n öfifc, dx^dxg • dXn \ ^2/ 

in welcher Gleichung x lf x 2 durch a lt a«,....a n und sodann 
« 3 , .... «„ durch ce lf ce^ f x% t ..*.Xn ausgedrückt gedacht werden müssen. 

Wie man so weiter gehen kann, liegt klar vor, dessgleichen 
auch, dass immer ein Faktor des Zählers und Nenners sich auf 
heben; so dass man endlich erhält: * 

in welcher Gleichung x lt x 2 ,....x n durch «, , « 2 a n auszu- 
drücken .sind. Zugleich ist A„ der gemeinschaftliche Nenner von 
ki, ...kn, bestimmt aus: 9 

ä^^ 1 + 3^^ + - " + aar ll A '' , - 1) 

ax 1 Ari+ ax/ a+ - + ax„ A »- 1 ' > (5) 



dx x Al + a* a A * t •••• t aj . n a„ - 1. 



Ist demnach 



9" S 

a»Tj • • • • a«pn ^ 

wo (7 eine bekannte Funktion von .r, , x 2 ,... .^n ist, so ist 

wenn <*! , « 2)) ...nf„ neue unabhängige Veränderliche sind, die mit 
den ersten durch die Gleichungen (1) verbunden sind ; wenn fer- 
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» 

ner M , N die gemeinschaftlichen Nenner der Werthe von k lt ....k m 
sind, wenn diese resp. aus den Gleichungen (2) und (5) bestimmt 
werden, und wenn man endlich in der zweiten Seite der Glei- 
chung (7) die Grössen x x , x* , .... x% durch ausdrückt. 
Unter gleichen Voraussetzungen folgt aus (6) und (7): 

fff. • • t/&r, .... Bx n = (- 1)» .f^da l da 2 ....da n . (8) 

Die Gränzen der Integrale nach a t ,or a ,....a» bestimmen sich nach 
denen der Integrale nach jpj, x n . 
Hatten die Gleichungen (1) die Form: 

j- l =zf 1 (a l ,a 2 ,....cc n ), \ 

■ **=/«(«i* «at....««)t V (9) 

i ' 

4* R =r/ii(«r lt a. 2 ,. ...cr„); ' 

so wäre offenbar iV=l in (7) und (8). 

Es liegt nicht in unserer Absicht, Anwendungen des aufge- 
stellten Satzes hier zu machen ; dieselben sind ohnehin äusserst 
zahlreich. Wir wollten nur versuchen, den Satz selbst strenge 
zu begründen, da er höchst wichtig ist, und seine Begründung 
z. B. in den uns vorliegenden Vorlesungen von Moigno nicht 
über allen Einwürfen zu stehen scheint. Nur eine einzige Anwen- 
dung wollen wir auf die Umbildung des Integrals 

I Jjjdxdydz, 

das bekanntlich einen körperlichen Rauminhalt ausdruckt, machen, 
wenn x, y, z durch die Polarkoordinaten 

x = rcosq>, y =r sing) cos y, z=rsin qpsin^/ 

ausgedruckt werden. Hier ist « l =r > Os=g>, « 3 =:if;; also sind 
die Gleichungen (2): 

cosg> . k y — rsin g> . A a = 1 , 

sin tp cos ^ . k t + r cos tp cos . k % — r sin (psmty . £3 = 1 , 
sin <p sin if> . k x -f- r cos <p a\nty . fc^+rsmcp costy . h z = \; 

woraus J!f=r a sin<jp folgt; da iV=l ist, so ist also: 

JJ^F{x f y ,z) Bxdydz 
irie bekannt. 
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Velber die Bedingungen, welebe pfoyj, 
^(x,y) erfüllen müssen, damit 

9(^^y)-¥ i M x ^y) : = F ( x + i y)' 

Von dem 

Herrn Doctor J. Dienger, 

Lehrer an der höheren Bürgerschule zu Sinsheim bei Heidelberg. 



Sei f(x,y) eine Funktion der beiden Grössen x, «, die wir 
als von einander unabhängig betrachten wollen, welche der Be- 
dingung 

jjfts > y) = ö/X-l» y) 

Sa: 8y 
identisch entspricht, so ist 

f{x,y) = F{x + y). 

ein Satz, der an und für sich klar ist. 

Seien nun U, V zwei Funktionen "der beiden unabhängigen 
Veränderlichen x, y, welche identisch folgenden Gleichungen ge- 
nügen : 

dV dU dü 0F 



dx dy 3 Bx dy 9 

so ist 

U + iV=F(x + iy). 



(1) 



Denn es ist immer 



also 



dx^ 1 dx~~dx' 



. » 
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BJÜ .BV__B? 



Multiplizirt man die erste dieser Gleichungen mit i, subtrahirt so- 
dann die zweite und beachtet die Gleichungen (1) , so ergiebt 

sich: 

. Bcp _ dg> d<p Bg> . 
l ä?-ä^ Bx~B.(iy)' 

woraus folgt: 

v (p = F(x + iy), 

also: if 

l7+tF=F(o: + iy). (2) 

Umgekehrt aber auch, wenn die Gleichung (2) Statthat, so Gndet 
auch (1) Statt. Denn aus (2) folgt: 

B U . .BV , . x 

Demnach : 

t BÜ dV_BU .BV 

welche Gleichung die (1) nach sich zieht. 
Man hat also folgenden Satz: 

„Damit 

ist nothwendig und hinreichend, dass identisch: 

Bx — By ' 
8a; ~ By 

■ 

Und umgekehrt, wenn 

F(x + fy) 9 <p(x>y)+ty(x>y) 
so finden die Gleichungen (3) Statt. 



(3) 
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lieber einige arithmetische Sätze. 

Von dem 

Herrn Professor Dr. O. Schlo milch 

an der Universität zu Jena. 



Dividirt man eine ganze positive Zahl m durch eine andere n, 
so *ind der dabei herauskommende ganze Quotient (die grosste 

unter ~ liegende ganze Zahl) und der Rest offenbar Funktionen 

von in und n. Die Form der letzteren war bisher nicht bekannt, 
und erst Herr Dr. Eisenstein hat dieselbe angegeben. Der ge- 
nannte scharfsinnige Mathematiker stellt nämlich im 27sten Bande 
des Crelle'schen Journales 8. 281. u. A. folgende Theoreme 

auf: für — = g f — ist » 

77i 1 Viirnt kn 
(/= a + öT sin cot — , 

r = i n— 2^sin cot — |: 

wobei sich beide Summenzeichen auf die Werthe 2, 3,....,?i — I 

beziehen. Da aber kein Beweis zu den obigen Formeln gegeben 
worden ist, so halte ich es nicht für überflüssig, einen solchen 
mitzutheilen, der noch ausserdem die Eigentümlichkeit besitzt, 
eine Anwendung der Integralrechnung auf höhere Arithmetik dar- 
zubieten *). 

Setzt man in dem bekannten Integrale 



f. 



^ _ z =71 COt (17t, i>ft>0; 




*) Diess ist übrigens nichts Neues, denn schon bereits seit längerer 
Zeit hat Herr Prof. Lejeune-Dirichlet dergleichen Anwendungen 
gezeigt, die, wie alle Arbeiten dieses Gcometers, eine bcwiindernswcrthe 
Feinheit beurkunden. 
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wovon sich ein strenger Beweis in Thl. H. S. 299> and Tbl. III. 
S. 283. findet, z — x" und p=-, so wird fär £<n 



P m x k ~ 1 dx _7t .kn 
J o 1 —x n n n 

und nach beiderseitiger Multiplikation mit 



1 . 'Ikmn 



2tc n n 
erhält man hieraus 

1 B \ n Um "™t kn 1 r* ,ix t . • 2*»»» 

2» em n~ cot T-^J 0 i-^Ä s,n — „— 

1 

Für £=1, 2, 3, — n—l und durch Summirung aller so ent- 
stehenden Gleichungen findet man noch 

2n n n 'Inj „ i—x»*' 

wobei X die Summe der Reihe 

— + *sm — + x*t>\n — + .... + #«-2 sin 1 ; 

** W Jl 

bezeichnet. Diese Summe ist aber leicht zu finden. Denn setzt 
man in der Gleichung 

* 

1 — u n 

■ 

«=p(cos»-f V^Isinw), so findet man durch Vergleichung der 
imaginären Partieen 

psin (o + p 2 sin2a> + p 3 sin3a> -f .... + p»- »sin (fi~l)a> 

psin a> psinfa — i)co — sinne» 

~~ 1 — 2p cos £o + p a 1— 2p cosa>+p* 

i 

• * 

2/71 7£ 

und für p=ar, »= — ergiebt sich hieraus nach Division mit x 



n 

und unter der Bemerkung, dass sin(»-l) — = -sin— ist, 



1 X* . 2/H7Ü 

l-2*cos— + 

und mithin wird nach dem Vorigen 

Theil X. 28 
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U. H • . 2kmn kx 1 /»* . rix . 2m* 

nr-^sin cot — = o~ / ö sin • 

71 

Bevor wir weiter gehen, sind noch eioige Bemerkungen nuthig, 
welche zeigen, dass das Integral auf der. rechten Seite verschie- 
dene Formen annehmen kann. Da aus — = q -f — folgt — - = 

n v ' n ° n 

2?*jc 

2qn H — — , und q immer eine ganze Zahl ist, so kann man die vo- 
rige Gleichung zunächst in folgender Gestalt darstellen: 



1 „ . Zlcmn kn 1 dx 

er 2« sin cot — — cT~ I ' 5 — 

2w n n J 0 , 2m 

1 — 2.rcos 



. 2r?r 
— sin — — • 

fx 8 



Da ferner r<w, so ist 2r<2«, und mithin -^-<2»; es sind da- 

2T7t 

her hinsichtlich des Bogens ■— vier Fälle möglich, jenachdem 

derselbe im ersten, zweiten, dritten oder vierten Quadranten liegt. 
Diesen vier Fällen entsprechen die vier Suppositionen 

Im a 

— = <p 1 , 7t , Ji-r-qpa* 9*5 i 

• • 

n 

wo ^eder der vier Bögen <p lf qpa, 93» 94 zwischen 0 und s- enthal- 
ten ist. Das Integral 

<£z . 2rjr 



/»OD 

ß=/ — 



o 2rff . ■ 
2a; cos 1- x* 

n 



sin 



n 



nimmt demgemäss die vier Formen 



/»• sii 
J 0 l-fcrcos^-f x* 9 

y'*® sin tp 2 dx 
0 l+2:TCOS<p t -|-j: a ' 

sin gj dto 
0 l+^cos^-f^*' 

• ••• • »• ■ * 4 

y^* sin gg^to 
o 1— ÜXWKHpi+X* 

an. Nun ist überhaupt 

sinqjttx , # — cosqp 



U Ii' 



;= Arctan « — . ■ ' -f Const, 



1 — 2x cos cp + a?* sing) 
folglich / , . , ;., ., 

* IS r. l 
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Jo l-2arco S y + ^ = Arctailx + Arctancot( P 

= ^ + ^ — Arctan tan g> ^ 



TT 



und da fiir g->o;>0, Arctantan 9=9 ist *): 

* s\nq>dx 
0 l-2*cos 9 >+^-* : ~~ 9) 



und ebenso leicht findet man 

,3D sm <pdx 



f. 



Benutzt man diess für die verschiedenen Formen von R, so 
erhält dieses Integral die vier Formen 

R=it~<p l , <p 2 , — <pj , — 7C -f- qp 4 . 

Nun war aber im ersten Falle ^ = — , im zweiten «. s= n 

— — , im dritten cp 3 = ~— n und im vierten w 4 =z^tc — — , 

und wenn man diese Werthe substituirt, so vereinigen sich die 
verschiedenen Formen von R zu der einzigen 



und vermöge der Rolle, die das Integral R früher spielte, ist jetzt 

1 „ . Ikrmi , kn t r 

n 



^Zsin--cot-=l--. 



Hieraus folgt unmittelbar 



r = \[n- 2 sin cot — 1, 



*) Das« die Funktionen Arctantan 9 und 9 nur für — > 9 ^ 0 aber 
sonst nicht identisch sind, ist leicht zu sehen. So ist z. B. 

Arctantan (?r 9) = Arctan ( — tan 9) 

= — Arctan 9 = —9, 



und diess ist nicht einerlei mit jr+9. Um daher den Satz Arctantan 9=9 
enden zu können, rauss man sich erst versichern, dass I im 
m Quadranten liegt, und diese Notwendigkeit führte oben die Un- 



terscheidung der vier Fälle hinsichtlich — herbei. ' 

28* 
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d. h. das zweite Theorem von Eisenstein; aus der Bemerkung, 
dass -=« + -, also — - war, ergiebt sich nun auch das 

erste : 

</ = i -f Ä - ^ sin cot — » 

wobei immer £=1,2,3,....« — 1 ist. 



YJLIII. 

Bemerkungen über die niedere Feld- 
messkunst, insbesondere über den all- 
gemeineren Gebrauch des Riickwärts- 

elnschneidens. 

Von dem 

Herrn Vermessungs-Revisor N ernst 

tu Bessin auf der Insel Rügen. 



Es ist, bei Detail-Vermessungen, die Lage eines 
durch Rückwärts - Einschneiden gefundenen Punktes 
leichter, schneller und sicherer zu cartiren, .als ein 
auf irgend eine andere Weise im Freien bestimmter 
Punkt. 

Bei Detail- Vermessungen ist es an sich schon vorteilhaft und 
zweckmässig, auch im nördlichen Deutschland wohl fast ohne Aus- 
nahme ausführbar, durch die ganze aufzunehmende Flur wenig- 
stens eine Hauptlinie zu legen. Man bezeichne durin alle 100, 
oder, nenn ein sehr zerschnittenes Terrain vorliegt, alle 50 Ruthen 
durch ein Signal, A y B, C, u. s. w. Auf dem Papier trage man 
die Hauptlinie auch auf und errichte in jedem Signalpunkte darauf 
genau eine Senkrechte. 

Wenn man nun einen Punkt x (Taf. V. Fig. 2.) im Freien 
durch die möglichst kleinste Miihwaituiig, nämlich durch Messung 
der beiden Winkel a und ß, bei nur einmaliger Aufstellung des 
Instrumentes, also durch Kückivärtseinschueiden, bestimmt hat, so 
kann man auch auf dem Papier durch die denkbar einfachste Ver- 
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richtung die Lage des Punktes genau finden, und zwar durch 
nur zwei Abmessungen mit dem Zirkel. Nach dem Maass- 
stabe, der der neuen Carte zum Grunde gelegt werden soll, und 
wonach hier AB und BC 100 Ruthen Entfernung haben, braucht 
man nur CC = cotgß und ^^'=cotga zu machen, an A'O ein 
Lineal zu legen, daran ein rechtwinkliges Dreieck, und dasselbe 
so weit hinzuschieben, dass die Schärfe desselben durch B geht, 
so ist x der gesuchte Punkt. 

Für die Cotangenten sind aber bekanntlich schon gute Tabel- 
len vorhanden, man braucht nur die Decimalstellen derselben ent- 
sprechend zu ändern. 

Hält man den Gebrauch eines guten rechtwinkligen Dreiecks 
hier für noch nicht delicat genug, so braucht man nur auf dem 
Papiere ein für allemal eine Parallele mit AC, in dem Abstände 
gleich AC zu ziehen, und dann jedesmal DE=CC — AA' zu 
machen ; es geht dann BxE rechtwinklig durch die Linie A'xC und 
der Punkt x ist durch zwei rechtwinklig sich schneidende 
Linien bestimmt. 

Es giebt noch mehrere elegante, bisher noch nicht bekannt 
gewesene Constructionen des Punktes x. Taf. V. Fig. 3. ent- 
hält die Andeutung einer Construction, wobei zugleich Controle 
der Richtigkeit der Construction gegeben ist, in so fern der Punkt 
« durch drei sich schneidende Linien auf dem Papier gefunden 
wird. Die Leser dieses Archives erlassen mir gewiss gern den 
Beweis dieser an sich so sehr nahe liegenden Sätze. 

Es ist für die Entwickelung der höheren Vermessungskunst 
gewiss schon vieles geleistet, verhältnissmässig weniger, scheint 
es, für die niedere. Diese berührt aber vielfach aas innerste 
Leben des wichtigsten aller Gewerbe: der Landwirthschaft. Nach 
unserer, auf viele Erfahrung gestützten Ansicht muss die Praxis 
der niederen Feldmesskunst hiernach eine andere Gestalt gewin- 
nen, da die so schöne Operation des Rückwärtseinschneidens 
eine bei weitem grossere,' ja vielleicht eine abschliessende An- 
wendung erlangen dürfte , auch besonders auf die Bestimmung der 
näheren Punkte des Details ganz allgemein würde ausgedehnt 
werden können. Bei Landesvermessungen ist es im Grunde so 
wesentlich nicht, wie viel Stunden die Bestimmung eines Punk- 
tes kostet. Bei der Aufnahme von Feldmarken aber, gegen die 
Remuneration von iy 3 Sgr. pro Morgen, wobei Tausende von 
Punkten festgelegt werden, die das Mein und Dein für die Zu- 
kunft documentiren sollen, ist die Ersparung von Zeit und Kraft 
von grosserer Wichtigkeit, um so mehr, als das, was durch die 
Methode gewonnen wird, wieder zur Erreichung einer grösseren 
Genauigkeit und Sicherheit durch bessere Instrumente u. s. w. 
verwendet werden kann. Bei der Aufnahme sehr vieler, sich 
aueji nahe liegender Punkte wird sich übrigens der Gebrauch 
guter Sextanten hier empfehlen. 

Dass es nicht nüthig ist, dass die Signale in der Hauptlinie, 
wonach man rückwärts einschneidet, gleich weit und 100 Ruthen 
von einander entfernt sind , erhellet leicht ; man muss es nur so 
und kann es leicht so einrichten, dass man doch durch die Multt- 
plication mit nur einer Ziffer die Länge der entsprechenden 
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Senkrechten findet. Läsen z. B. A t B 9 C, D, E und F in einer 
geraden Linie, wären 100 Ruthen von einander entfernt, und man 
könnte in irgend einem zu bestimmenden Punkte etwa B , D und 
£ nicht selten, so wären die entsprechenden Senkrechten für 
4s=2.100cotga und für F=3.1OOcotg0 lang. 

Auch in grösserer Allgemeinheit, wenn A, B und C nicht in 
gerader Linie liegen und ungleich weit von einander entfernt sind, 
aber wenn nur recht viele Punkte cartirt und nicht mit Zah- 
len , sondern durch Zeichnung auf dem Papiere hergestellt werden 
sollen, ist die Methode von ausnehmender Wichtigkeit Denn, 
wenn nämlich die Lage dreier Kirchthurme durch höhere Land- 
vermessung gefunden wäre, und es sollte möglichst schnell und 
genau die ganze, vielleicht meilenweite Umgegend aufgenommen 
werden, so verlohnt es sich der Mühe von den Entfernungen AB, 
BC und AC tausendtheilige Maassstäbe zu entwerfen, wonach 
und womit man dann die vorhandenen Cotangenten-Tabellen auch 
hier ohne weiteres, ganz analog den beiden obigen Fällen, an- 
wenden kann. 

Von praktischer Wichtigkeit ist bei Detail - Vermessungen, 
dass man in der Ferne, nämlich von den aufzunehmenden Punk- 
ten aus, die Nummer oder die Identität der Signale A, B, C 
u. s. w. in der Hauptlinie genau erkennen kann. Man befestige 
also z. B. auf den Signalen kleine roth und weisse Flaggen, binde 
bei den ungeraden Nummern, also bei A, C, E u. s. w. das 
Rothe, bei den geraden das Weisse oben, und markire dann aus- 
serdem noch nebenbei die je dritten Signale durch ein zweites 
Zeichen, z. B. ein Strohbündel, so kann man nie darin irren und 
also richtig die Signale wählen, welche die günstigsten Winkel 
gewähren. Bei Vernachlässigung der rechten Handgriffe ist schon 
oft eine gute Methode verkannt worden. W inkel unter 20° müs- 
sen bei genauen Detail - Vermessungen am besten ein für allemal 
ausgeschlossen werden, man kann sie auch sehr gut entbehren. 

. a • » ► 

Nachschrift des Herausgebers. 

Wenn auch die obigen Bemerkungen, was vielleicht mancher 
Leser vermissen wird, und wie man allerdings auch, wenn vorzugsweise 
von der niedern Feldmesskunst die Rede ist, wohl erwarten dürfte, keine 
rein -genmetrische Auflösung der sogenannten Pothcnot'schen Aufgabe 
über das Rückwärtseiiischneidcn durch Mösle Construction (also nament- 
lich auch ohne unmittelbaren Gebrauch des sogenannten verjüngten oder tau- 
sendtheiligen Maussstabes) enthalten, so verdienen dieselben doch gewiss 
ulle Beachtung und weitere sorgfältige Prüfung , weil sie von einem 
Manne herrühren, welcher mit langjähriger vielfacher und höchst viel- 
seitiger praktischer Erfahrung, namentlich auch im Bereiche der «le- 
dern Fcldmesskunst, anerkannt sehr tüchtige theoretische mathematische 
Kenntnisse verbindet. Ich möchte daher wohl wünschen, das» die itit 
Obigen niedergelegten Bemerkungen, namentlich von solchen, die ihrem 
Berufe nach sich viel mit der Ausführung praktischer Arbeiten swi be- 
schäftigen haben, sorgfältig geprüft werden möchten, indem ich über- 
zeugt bin, dass namentlich die bisher grösstenteils höchst handwerk»- 
masstg betriebene, und cum Theil noch ganz auf dem Standpunkte der 
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für ihre Zeit übrigens gar nicht zu verachtenden alten deutschen Feld- 
messer Sch wen ter, Penther, Zollraann u. s. w. stehende niedere 
Feldraesskunst noch mancher Vervollkommnungen nicht bloss bedarf, 
sondern auch fähig ist. Uebrigens * halte ich mich für verpflichtet, zu 
bemerken , das« dieser Aufsatz schon seit dem 24. Marz <1. J. in meinen 
Händen ist, und nur zufallige Umstünde seinen Abdruck bis jetzt verzö- 
gert haben. 



i*i;| 
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XMV. 

Untersuchungen über die Seiten und 
Winkel sphärischer Dreiecke, insbe- 
sondere in Bezug auf ihre 

Differentiale. 

**J» • < ; fl) -an r ■?j>u>. <i r .i: .2 

Dargestellt von dem 

Herrn Dr. J. Pb. Wolfers, 

astronomischem Rechner an der Königlichen Sternwarte zu Berlin. 

LM.navtili • nV r ' 1 

§. 1. Id jedem sphärischen Dreiecke ABC (Taf. V. Fig. 4.) 
hat man bekanntlich folgende Gleichungen: 

-YjuV\ nir im | o '\, r . •, ; i (! , 

I) cos a = cos b cos c + sin b sin c cos A, 

II) sin asin Z?=sin bsm A> 

*) sin neos JÖ=cosAsin c — sin & cos ccos i4 , 

III) sin ^ cotg B= cotg 6 sin c - cos ccos 4, 
**) s'm 4 cos 6= cos B sin C-f sin Z?cos Ccos a, 

IV) cosAzzz — cos/? cos C+sinZfsin Ccosa. 

rtÜO Ii') l) .. ' VHi: IfW fl'JlllfltolÄElU .fl'iilll»»^ 

Die Gleichung (I) dient dazu, um die dritte Seite zu bestim- 
men, wenn zwei Seiten und der eingeschlossene Winkel gegeben 
sind. Sie ist symmetrisch und lSsst sich sogleich dreifach hin- 
schreiben, je nachdem man (t, b oder c als die gesuchte Seite ansieht. 
Die Gleichung (II) dient dazu, um entweder eine Seite zu be- 
stimmen, wenn eine zweite und zwei Winkel, oder einen Winkel, 
wenn zwei Seiten und ein Winkel gegeben sind. Hierbei sollen 
aber im ersten Falle die gegebenen Winkel nicht an der Seite liegen 
und im zweiten die Seiten den gegebenen Winkel nicht einschlies- 
sen. Mit andern Worten, es sollen die zwei Seiten und Winkel 
einander gegenüberliegen. Die Form dieser Gleichung ist zwar 
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sehr einfach, aber k eines weges symmetrisch in Bezug auf eine 
der darin enthaltenen vier.Grössen, und sie lässt sich dreifach hin- 
schreiben. Die Gleichung (*) und c(je Gleichung (**) ist nicht geeig- 
net, um für sich betrachtet aus drei gegebenen Grössen eine vierte 
abzuleiten, indem in jeder fünf Stucke des Dreiecks enthalten sind. 
Beide Formeln, von denen sich jede sechsfach hinschreiben 
lässt, dienen aber sowohl zu manchen analytischen Umformungen, 
als auch im Verein mit den Gleichungen, welche wir mit Zahlen 
bezeichnet haben, um zwei gesuchte Stücke des Dreiecks auf 
einmal zu bestimmen. 

Die Gleichung (III) lässt sich sechsfach hinschreiben und 
kann da/u' dienen, wenn zwei Seiten und der eingeschlossene 
Winkel (b, c und Ä) gegeben sind, einen der beiden andern Win- 
kel zu bestimmen. Sie ist ebenfalls nicht symmetrisch, weder in 
Bezug auf eine Seite, noch auf einen Winkel. Die Gleichung 
(IV) ist wieder symmetrisch in Bezug auf einen Winkel, und sie 
dient dazu, den dritten Winkel zu bestimmen, wenn die gegen- 
überliegende Seite nebst den beiden andern Winkeln gegeben 
sind. Diese Betrachtungen haben wir vorangeschickt, um uns 
darauf beziehen zu können, unsere Aufgabe soll aber nicht sein, 
aus drei gegebenen Stücken des Dreiecks die andern herzuleiten, 
sondern vielmehr die Differentiale der sechs Grössen mit einander 
zu vergleichen. 

§. 2. Die Gleichung (I) ist symmetrisch in Bezug auf a, da- 
her wird auch das Differential von a symmetrisch ausfallen. Dif- 
ferentiiren wir diese Gleichung, so erhalten wir unmittelbar 

a) sin ada = [ sinn cosc — cos 6 sine cos .4] db 
+ [sine cos 6 — cos c sin 6 cos /4] de + sin6sincsin^cL4; 

also mit Benutzung von (*) und (II) : » 

1) da = cos Cdb + cos Bdc + sine sin BdA. 

Diese Gleichung ist durchaus symmetrisch, da sie unverän- 
dert bleibt, wenn man b mit e und also auch ß mit C vertauscht, 
und sin c sin B= sin b sin C ist. Die Gleichung (I) wird sich daher 
auch sogleich dreifach hinschreiben lassen, je nachdem man da, 
db oder de als unbekannt, odtr vielmehr a, b oder e als abhän- 
gig veränderlich ansieht. Das zweite Differential von a wird eben- 
falls durch einen symmetrischen Ausdruck dargestellt werden 
können. Differentiiren wir daher die Gleichung (a) noch einmal, 
so erhalten wir unmittelbar 

ß) sin adda + cos ada* = [cos b cos c -f- sin 6 sin c cos Ä] db* 

+ [cos 6 cos c + sin b sin c cos A] de* 
— 2 [sin b sin c + cos b cos c cos A] dbdc 
| 2 sin 6 sin c cos AdAdb 

• • • 

-f- 2 sin b cosc sin Ad Adr. 

* • ♦ 

-f sin b sin c cos AdA 1 , 

und da nach (1) 
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cosocfa*=co8 tieos C*S*6*+«o«flo8 JSW+ScosdeosÄeos CMdc 
-f- 2 cos fl sin 2? cos C sin cdAdb+ 2 cos o sin c siu 2? cos BdAdc 
•fcosa sine* sin B 2 dA 2 , •* 

mit Hälfe der Gleichung (I) . 1 

f) sin adda = cos a sin C*db 2 + cos a sin B Wc* 

■ 

— 2 [sin 6 sin c+cos 6 cos c cos J+cos a cos B cos C]dbdc 
-f- 2 sin c [cos 6 sin «4 — cos a sin Z? cos C] dAdb 
-f 2 [sin b cos c sin A — cos a sin c ein Z? cos 2?] dAdc 
+ sin c [sin 6 cos A — cos a sine sin 2? 2 ]ck< 2 . 

Aber nach (I) 

sin 6 sin c + cos 6 cos c cos J -f cos a cos 2? cos C 
= si n 6 sin c + cos a cos A —sin A si n c cos J 2 -f cos a cos Z? cos C 

=sin 6 sin esin AP -f- cos a 2 sin /? sin V (IV) 
=sin J BsinCsina 2 + coso 2 sinßsinC (II) 
=: sin/? sin C. 

■ 

Ferner 

cos b&ioA— cos a sin Z* cos C= cos Z?sin C (**) , 

sin b cos c sin ^4 — cos a sin c sin Z? cos B 
= sin Z?sin a cos c — cos a sin esin Z? cos B (1 1) 

=sinÄsin J ßcosC (*) 

Endlich 

sin 6 cos ^ — cos a sin c sin B 2 = sin b cos -4 — sin b sin Ceos a sin B (II) 

= — sin 6 cos/? cos C. (IV) 

Substituirt man die eben gefundenen Werthe in die Glei- 
chung (y) und dividirt hierauf mit siiwi; so erhält man 

2) dda— sin C*cotg adb*+ sin ^cotg ade* — ^ S * n ? S "~ dbdc 

+ 2 sin A cos BdAdb + 2 sin ^ cos C^«fc - «'"^•'"ccosgcosC ^ 

sin a 

J. 3. Um die Gleichung (II) bequemer zu differentiiren , neh- 
men wir die Logarithmen beider Glieder, setzen also 

logsin a + logsin B = log sin 6 -flog sin A, 

woraus unmittelbar durch Differentiation folgt: 

3) cotgcwfci + cotgÄ£ß = cotg&ctö + coig Ad A. 
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Es ist gleichgültig, in Bezug auf welche der beiden Seiten 
oder Winkel man diese Gleichung auflösen will; das Resultat 
fallt nicht symmetrisch aus. Wir stellen daher auch nicht die 
Differentialgleichung zweiter Ordnung dar. theils weil nicht her- 
vorgeht , welche drei Grössen man als urvariabel ansehen soll, 
theils weil das Differential zweiter Ordnung von einer Seite oder 
einem Winkel sich nur durch einen weitläufigen Ausdruck dar- 
stellen lässt. Um hiervon eine Andeutung zu geben, bemerken 
wir, dass z. B. 

JV coso 2 — cosa* ... cos A* — cosa 2 cos/? 2 — cosa 2 

4) dda — » . «6 2 H — ja- d A 2 w—. — n*di* A 

cosu l sinu 2 co«o a sin^l a cosa 2 smB* 

. 2cotg6cotg^ M _ J 2cotg6cotgZ? wn 2cotg4cotg2? , . Jn 

H - sp—dbdA - — 5^— dbdB - ^—dAdB 

cos a 2 cos a 2 cos a* 

folgt. 

§. 4. Wir gehen nun zur Gleichung (III) über, haben also 
si n A cotg B= cotg 6 sin c — cos c cos A 
zu differentilren, und erhalten unmittelbar 

cos A cotg BdA — = — , ?» db -f cotg b cos cdc 

° „ smß~ sinb 2 ö 

-f sin c cos Ade -f- cos c sin AdA 

oder 

s'inA cos^cosZ? — cos c sin A sin B , Ä sine 

O) — 0 « UBZ=. ; ß dA -f — — Tn WO 

' sin B 2 sin B 1 sin b 2 



Da aber 



•». • 



cos b cos c + sin b sine cos A . 

— r— r 1 — > de. 

MO 



sin A sina sine sinC 

sin B*~ sin 6 sin B UUd sTnT^sinÄsin J5 

cos A cos B— sin Asm B cos q =\ — cos C (IV) 



»..»• $ 



und 



cos 6 cos c -f sin 6 sine cos A=z cosa (1); 



so erhalten wir: 



5) sin adB= sin Cdb — cos a sin Bdc — sin 6 cos CdA. 

Diese Differentialgleichung erster Ordnung habe ich gar nicht 
allgemein weiter differentiirt, unten werden" wir aber bei einem 
Beispiele Gelegenheit erhalten, das Differential zweiter Ordnung 
einer bestimmten Seite herzuleiten. 
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j. 5. Differentiiren wir die Gleichung (IV) 

cos Ar= — cos B cos C+ sin B sin Ccos a , 
so erhalten wir unmittelbar 

f) sin ,4dL4 = — [sin 2? cos C+ cos /?sin Ccos a] dB 

— [cos/?sin C+sin Bcos Ccos a]dC+8inBs\n Csin arfa, 

also mit Benutzung der Gleichungen (**) und (II) 

6) dA = — cos cdB — cos bdC -f- sin b sin Cda. 

Da sin 6 sin C=sincsm/? ist, so kann man b mit rund B mit C 
vertauschen, ohne dass die Gleichung eine andere wird. Um nun 
das zweite Differential von A 9 in Bezu^ auf B, C und a als Ur- 
variabete zu erhalten, differentiireu wir die Gleichung (e) noch 
eiomal und erhalten so unmittelbar 

ö sin AddA +cos J<U 2 =-[cos JBcosC-sin ßsin Ccosa] <££* 

— [cos BcqbC — sin B*m Ccos a] dC 2, 
+ 2 [sin Z?sin C— coslfcos Ccos ajdBd C 
+ 2 cos B sin C sin adBda 
■+ 2 sin 2?cos Csin adCda 
+ sin Bsio Ccos acta*. 

Da aber nach (6) 

cos AdA % = cos ^4 cos e 2 ^/? 2 -f-cos ^ cos ftMC 16 

f 2 cos ^ cos 6 cos cdBdC , , 

. — 2 cos ^ cos c sin 6 sin CrflWa 
— 2 cos ^4 cos b sin 6 sin CdCda 
-f cos ^ sin b 2 sin C*da 2 ; 

so erhalten wir, wenn wir diesen Werth in (£) substituiren , weil 

cos B cos C — sin B sin Ccosa 4- cos ^ cos c* 

■ » 

= — cos «4 + cos^lcosc 2 (IV) = — cos A sine 2 , 

cos /?cos C—sin Z? sin Ccosa + cos^4cos6 2 = — cos Jsino 2 , (IV) 
sin B sin C — cos 2? cos Ccosa — cos ^ cos 6 cos c 
= sin B sin C — sin B sin C cos a 2 -f cos -4 cos a — cos -4 cos b cos c (IV) 
= sin B sin Csin a 2 -f cos .d 2 sin 6 sin c (I) 
= sin o sine, (II) 

cos # sin Csin a + cos /I cos e sin /?sin C— sin Ccos 6 sin c (*) 

= sin a sin A cos 6 (II) 



Digitized by Google 



endlich 



436 

sin B cos 6'sin a -f cos A cos b sin b%\\\ C 
= sin /?[sin acos C + sin c cos 6 cos ^4] (II) 
=sin/?coscsin6 (*) =sin^coscsiu«, (II) 

sin B sin Ccos a— cos^ sin 6* sin C* 
=sinCsinl? [cosa — sin b sine cos A] (II) 
= sinCsin 2?cos6cosc; (I) 

7) cW^4 = cotg /4 sin c*dB* + cotg ,4 sin b*d& + 2sm6 * mc rftf rf £ 

sin + t 

■ o • tu,, ltl . ,,,, . cos b cos c sin /f sin C . 4 
+2 sin a cos öd Ii da +2 sin a cos ca CV/a-f- der- 

6. Um die bisher entwickelten Differentialgleichungen bei 
einem Beispiele in Anwendung zu bringen, wählen wir nach dein 
Berliner astronomischen Jahrbuche den Saturns-King aus. Nach 
den in dem dortigen Anhang aufgeführten Angaben ist die Lage 
des Ringes gegen die Ekliptik gegeben. Dort ist sie nach Bes- 
se I tiir 1800 aufgeführt, und um sie für eine unserer Zeit näher 
liegende Epoche anzugeben, setzen wir fär 1840: 

den aufsteigenden Knoten des Saturns- Ringes auf der 
beweglichen Ebene der Ekliptik = 167^24' 7",4+46",462 /, 

Neigung gegen dieselbe =28°10'30",7— 0",350 <, 

Schiefe der Ekliptik =23°27'36",5— 0",457 t; 

wo t, in Jahren ausgedrückt, von 1840 an gerechnet wird. Wir 
wollen die Lage des Ringes gegen den Aequator bestimmen. 
Setzen wir in Taf. V. Fig. 5. : 

iV=167°24 / 7M-a, 
i = 28 10 30,7= t\ 
s = 23 27 36,5=/?; 

so ist die Aufgabe N' — c, cD = b und i' = 180°- A durch Reihen 
zu bestimmen. Für 1=0, also 1840, erhalten wir sogleich, mit- 
telst der in §. 1. aufgestellten Gleichungen: 

N'=z 124°52'25",2; 
i'= 7 12 40,2; 
»=. 43 46 3,6; 

und nach dem Taylorschen Satze Itlr ein unbestimmtes t 
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di' lM ddi' 



(0=1' + /.^+^-^* 
(loa „ddio 

Wir müssen also die Werthe der in diesen drei Gleichungen ent- 
haltenen Pifferentialquotienten erster und zweiter Ordnung, aus- 
gedruckt durch ^= + 46'',462; ~ = -0'',350 und ^=-0",457, 
bestimmen. 

k 7 Um — und zu hestimmen, wenden wir die aus 
y * dt dt 

(III) abgeleiteten und (öj entsprechenden Gleichungen : 

sin/>< osr , sine . . . . 4 
db = — - — 5 — da + — - A dB \ sm b Cdtg Ad 1 
sm A sin/1 

•A ' Ifta i • .!•»• ..n--:? |i 

und 

sinTcosÄ * sinA iibl' *i , 4 in 
</,•=-- . j— da + -r~ - A d( \ smcrotgAdB 
*mA sinA 

di 1 

an. Zur Bestimmung von ^ wenden uir die aus (IV) erhaltene 
(ileichung (6) 

dA = -coscdB— cos MC + sin ä sin CW« 

an. Da nun ^=180°— i', so wird dA=—di', cosJ = -cost", 
sin ^1 = sin i' und cotg /4=— cotg i' ; also 

sinicosca ,- r . sineo . m •/ »■ 

(9) diV' = 8in| , rfiV+ j^j r/£ - sin A cotg i di, 

x) dt" = cos N'dt -f cos orft — sin a> sin tVZiV. 

Wendet man die Zahlenwerthe (§. 6.) an, so erhält man 

^=-8ö'',327, ^=+127'',243 und ^=-15",168. 

Um nun auch die Differentialquotienten zweiter Ordnung zu 
bestimmen, differentiiren wir die beiden Gleichungen (1?) und (0) 
noch einmal, und erhalten so: 

I* 

l) dd<o= — dtdN ^ — rfA dW 

sin* cosA T/ cot£i' ,./ ,ir . cosiV ; . T; / 

• • _ — &^ </t dN + —r-7T rfA ds 

sini smi 

sin AP cotg i' . ., , s|pj« j ä ./j. 

_ - . * di'di — cos w cotg i'r/of/t + ^Änl 1 * dl ' 
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r cost smt smt 

, cos a> . . stnacotgi' .... ___ .,,.„,. 

+ ^V d<od£ sint' di'de- cosN'cotgi'dN'di 

und zur Bestimmung vom ddt' nach (7) 

v) ddt' =cotg V smN'W + cotg i' sin co W - 2sm( ? a '" lN ' £ ide 

' — 2siniVco8 udulN- 2 am N cos N'didN 
cos ccrcosN' sine sin t 



dZV*. 



Wegen der geringen Grosse der Werthe von de und dt hat 
man keinesweges nöthig, die Glieder in den drei gefundenen Glei- 
chungen zu benutzen, welche eines dieser beiden Differentiale zum 
Factor haben ; das Endresultat wird dadurch gar nicht oder ganz unbe- 




jedei 

Radius ausgedrückt werden muss. Wir wollen hier, der Voll- 
ständigkeit wegen , die erhaltenen Zahlenwerthe alle darstellen 
und erhalten daner : 

i 

i 

= + 0,00043 - 0,07458-0,04897+0,00128—0,00174 

+ 0,00083 + 0,001 13 = - 0",12162 

undi^=-(K',06081; 

- ( ^T= - 0,00040 + 0,05001 + 0,07335 + 0,00109 - 0,00146 

—0,00098 + 0,00134 = +0",12295 

ddN* 

und i^4-=+0",06148; 

ddi 1 » " * 

-^5 = + 0,00001 + 0- 0,00007 -f 0,00003 ~ 0,00002 + 0,00647 
l i = + 0",00642 und i^' =+0*00321. 

Wir erhalten demnach nach j. 6. 

(2V') = 124° 52' 25",2 + 127",243 . t + 0",06148 . /*, 
7 12 46,2— 15468.*+ 0,00321. <*, 
(w)= 43 46 3,6— 85,327.«— 0,06081.*» 

Offenbar würden die zweiten Differentialquotienten fast unverän- 
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dert geblieben sein, wenn man in den beiden ersten Formeln nur 
je zwei, in der dritten nur das eine beträchtliche Glied allein be- 
rechnet hätte. Noch mehr würde eine solche Beschränkung rath- 
sam sein, wenn man auch die dritte Potenz von {benutzen, also 
die Differentialquotienten dritter Ordnung berechnen wollte, was 
wir aber hier unterlassen. Statt dessen wollen wir im folgenden 
Paragraphen zeigen, jvie man auch das Hauptglied der Nutation 
anbringen kann. 

§. 8. Bezeichnet Q den aufsteigenden Knoten der Monds- 
bahn , so ist das Glied der Nutation, welches N hinzuzufügen ist, 
= — 16^,783 sin und das t hinzuzufügende = + 8",977cosft. 
Wir haben daher, mit Bezug auf die Nutation : 

P 

<tN' = — ""V^f* l6",783sinR-sin N* cotg i' 8",977cos ft, 

di' = cos N' . 8",977 cos # + sin ® sin i . 16",783 sin tl , 

, siniV 7 _„ sin fcosiV 7 .- > _ . 
da = linT 8 > m cos ^ shTT ~ 16,783 * ln ft ; 

oder; wenn man mit obigen Werthen die Rechnung anstellt, 

I) füV'=~58'Vi07cosft-46 w ,589sinfl 
= + 73",93 sin (ß + 231 0 56',0) , 

n) rfi' =-5,133 cos ft + 5,482 sin 
=—7,51 sin 136°53',0), 

p) dai= + 58,670cosft + 30,434sinß 
= + 66,09 sin (ft +62<> 354). 

Diese Werthe müssen den obigen Ausdrücken für (iV), (?) jind 
(ct>) hinzugefügt werden, uni auch die Nutation anzubringen. 

• >> §. 9. Zum Sehluss dieser Betrachtungen stellen wir die ver- 
schiedenen Gleichungen» welche wir bisner untersucht haben, 
übersichtlich zusammen: 

I) c^o3söosÄcosc+sin4sinccos^, 

da = cos Cdb -f cos Bdc -f sin c sin BdA , 

dda = sin C 1 cotg adb^+BW B* cotg adc 2 —^^~^dbdc 

+ < 2sinAcoa WAdb 



1 . 



10 • a aji siu6sinccosl?cos C _ 

+ 2 sin ^4 cos Cd Ade * : d/l* 

sina 
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II) sin rzsin B— sin b sin A, 

• • • * • 

cotg ada -f- cotg BdB = cotg bdb -f cotg AdA, 

cosb 2 — cosa 2 ... . cos A 2 ~ cosa 2 
cosa z sm6 a cosa z siD^4 z 



• 



cos sin IS* cosa* 



cosa z cosa 2 
*) sin acos/?=cos6sinc — sin/> cos c cos A. 

III) sinJcotg/?=cotg6sinc — cos c cos ^ , 

sin ad Ii sin Crfo — cos a sin 2?a*c — sin 6 cos CdA. 

**) sin i4 cos A = cos 1? sin C-f sin/?cos Ccosa. 

■> - 

IV) cos^4 = — cos/?cos C-f-sinZ?sin Ccosa, 

a*i4 = --cos cdB— cos bdC-\- sin 6 sin CWa, 

rfd J=cotg^ sin ^dtf 2 + cotg AsmPdC 2 +^"„^— 

-f- 2 sin a cos bdßda + 2 sin a coscdCda 

cos £ cos c sin ZJ sin C , _ 

4- ; — 3 aa 2 . 

sin A 



XLV, 

• . :.tl. * • . i • ' i« • • i . . ;. i . . .j 

Allgemeine Transformationsformeln 
für gewisse Integrale. 

Von dem 

Herrn Professor Dr. O. Sch 15 milch 

an der Universität zu Jena. 



In einem meiner früheren Aufsätze habe ich gezeigt, dass 
sich die Werthe vieler Integrale von der Form 
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durch Zerlegung des Integraüonsiotervalles in andere und kleinere 
Intervalle bestimmen lassen, indem man setzt 

(«<ß<r <5....) .. 

und jedes einzelne Integral einer passenden Transformation unter- 
wirft. In neuerer Zeit liess mich ein Blick auf mehrere gelegent- 
lich entwickelte Reihensumnurungen erkennen, dass sich jene 
Methode auf Integrale von sehr allgemeiner Form anwenden lässt 
und dabei zu äusserst fruchtbaren Rcduktionsformeln führt, die 
eine Menge mehr oder weniger bekannter Resultate als 'cana 
spezielle Fälle in sich enthalten. ö 

Den nothigen Apparat verschaffen wir uns auf folgende Weise 
In der bekannten Gleichung 



U'mx = lx -f 1(1 - ^) + Iß -f |) 

» m- 

sei ar=y + r V — 1; an die Stelle von sinx tritt dann 

— 2 — sin # + V-I 5 cos.y, 

und wenn man jetzt die nach der Formel 

/(«+ ß V=»==i/<*»+ff) + V^T Aretan^ 

et 

leicht entwickelbaren imaginären Partieen von (1) mit einander 
vergleicht, so ergiebt sich auf der Stelle: 
i 

Aretan {^rf^-r^y) 

TT r I <'-> 

= Aretan - - Aretan — + Aretan — 

Durch Differenziation nach y findet man hieraus, wenn 

e r — e~ r 

J = r + e-r (3) 
zur Abkürzung gesetzt wird: 

s r 



(I) 



5 a cos hf + sin *y = r a + y* + r a + (tt— 



(4) 



Theil X. 
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Differenzirt man dagegen die Gleichung (2) nach r und bezeichnet 

wie folgt : 

, *„ r y, - (5) 

so erhält man nicht minder leicht 



$' tany ™ — y 

s 2 + tan *y—f l +y i r* + (* - y ) 2 

+ r* + 



(6) 



Ganz ähnliche Transformationen sind auf die Gleichung 

/l + cos:r\ 

l \ 2 / 

anwendbar; fiir *=y + r V^I und durch Vergleichung der ima- 
ginären Partieen beiderseits ergiebt sich nämlich 

Arctan(--^-^tany) 

= 2 Arctan ~ - 2 Arctan ~j +2 Arctan - .... 

Addirt man diese Gleichung zu der unter No. (2) verzeichneten 
und wendet dabei auf der linken Seite die Formel 

Arctan a-f Arctan |3 = Arctan j~ß> W <*) 

an, so gelangt man ohne Schwierigkeit zu der Gleichung: 

r r 



Arctan f £ -)= Arctan [ + Arctan 



7C— I) 



+ Arctan ^ + Arctan ^ 




wobei das Vorzeichen von Paar zu Paar wechselt. Setzt man zur 
Abkürzung 

p = } l (er-e-r) (7) 
und differenzirt jene Gleichung nach y, so wird 
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pcosy 
j^+sin 2 ^ 
r_ r r 

. r r 

+ 



1 r a +(2*-y)2 T r 2 + (irc-f-y) 2 

I - ■ ' • 

Durch Differenziation der obigen Gleichung nach r, wobei man 

setzen kann, ergiebt sich dagegen nicht minder leicht: 

ysiny _ y n—y 
q* - cos 2 y ~~ r a + y a "r r 2 + (« — y) 2 

rc+y 2«-y f (10) 

+ 

Die so eben entwickelten Sumraenformeln (4), (6), (8) und (10) 
fuhren nun zu eben so viel Transformationen bestimmter Integrale. 
In kurzer, aber wohl genügender Andeutung ist der dazu nüthige 
Calcül folgender. 

I. Wir betrachten zunächst das Integral 

worin F eine ganz beliebige Funktion bezeichnet Zerlegt man 
dasselbe nach dem Schema 

p<X> p% pn p'j 

I Xdx = I Xdx + I Xdx + J Xdx -f 

in eine unendliche Menge anderer Integrale, die sich sämmtlich 

auf das Integrationsintervall ^ beziehen, so lässt sich leicht eine 

sehr fruchtbare Transformation vornehmen, welche allen jenen 

Integralen die gleichen Integrationsgränzen 0 und ^ verschafft. Man 

setze nämlich im ersten Integrale x—y, im zweiten x—%—y, 
im dritten x=n-\-y t im vierten ar = 2*r— y u. s. f., so erhält man 
ohne alle Schwierigkeit: 

29* 

\ 
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Wendet man auf der rechten Seite den bekannten Satz 

udy + I vdy + I tcdy -f ....==/ (m -f t> +w + ••••) < fy 

an, so übersieht man auf der Stellt», dass man die Gleichung 
aufstellen kann: 

7t 

worin ) die Summe der unendlichen Reihe 



bezeichnet. Da wir aber diese Summe vermöge der Gleichung 
(4) bereits kennen, so ergiebt sich jetzt 



71 



P* rrf* F(t , )= f* ' . -A?L F(tan^). 
Jo r* + x 2 v ' ,/ 0 s^ + tan 2 ^ cos-fy 

und einfacher für iany = z: 

Die Fruchtbarkeit und der Nutzen dieser Formel werden gleich 
einleuchten, wenn man berücksichtigt, dass die linke Seiten gonio- 
metrische und algebraische Ausdrücke zugleich, die rechte Seite 
aber nur die letzteren enthält, dass sich mithin der Werth des 
nach z genommenen Integrales in vielen Fällen ohne Schwierig- 
keit bestimmen lassen wird. 

II. Behandelt man auf ganz dieselbe Weise das Integral 

worin f{u) eine Funktion bezeichnet, welche die Eigenschaft 
f(—u)=z — f{u) besitzt, also mit tan.-r gleichzeitig ihr Vorzeichen 
wechselt, so ündet man 

7t 

/** xdx /** 
J 0 ..^-^^(«an^Atan.r)^/^ YFXUaty f(ta> 9 )d 9 , 
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wobei F die Summe der Reihe 



(12) 



y n — y n + y 

r a + 3r a "r a + ( 7 r-y) a+ r» + (jr + y)* "" 

bedeutet Da nach No. (6) diese Summe bekannt ist, so folgt jetzt 

-■ 

n 

f* s' tan y 
= J 0 ^^fta7i^ F(tall2 ^ ) ^ tan y )^/3 ' , 

und für tan y=i, also */=Arctanz: 

/°° xdx 
^- 2 F(tan**)/(tan;r) 

y'® s'zdz 
o (TT^)"(7 a_ +"^) F(i2)/,(j) - 

III. Geht man von dem Integrale 

aus, so verwandelt sich dasselbe nach der bisherigen Methode 
und unter Berücksichtigung der Formel (6) in 

71 

/ 0 VSV (8inW(cosy)rfy ' 

und für sin^=r, also cosydy = dz, wird jetzt 

Z* 00 rdx 

wobei immer f(u) die Eigenschaft f{ — u) = — besitzen muss. 

IV. Wendet man endlich dieselbe Methode auf das Integral 

an und nimmt auf die Formel (10) Rücksicht, so geht dasselbe 
zunächst in 

n 



(13) 
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über, und mittelst der Substitution cosy=i ergiebt sich jetzt: » 

kc0 xdx 



f. 



jTTä FCcos 1 ^) /"(sin x) 
V i , > < 14 > 

Um die Leichtigkeit zu zeigen, mit welcher die Formeln (11), 
(12), (13), (14) zur Kenntnis« bestimmter Integrale fuhren, wol- 
len wir ein paar Beispiele entwickeln. Setzt man in JNo. (11) 

so geht das nach i genommene Integral in 

über. Ferner ist F(tan*r) = cos 2 ^, und folglich 

*® rco8 a A* tc 1 

wofür man auch schreiben kann 

y"» 00 r(l-f-cos&r) tc_ 

der Werth des ersten Integrales links ist aber 
und durch Transposition desselben wird jetzt 



f. 



* rcos&r . 7t 1 — s n 



wie man vermöge des Werthes von s leicht findet. Für x=zl6i t 
r==lab, wo nun b eine positive, von Null verschiedene Grosse 
sein muss, findet man hieraus uoch 



f. 



5X5 acosfo ■, 7t , 
dz= T .e- ab , 



wie man schon aus anderen Untersuchungen weiss. 
Nimmt man in der Gleichung (13) 

wodurch die Bedingung f(— z ) = -f(z) erfüllt ist, so wird 
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und daraus erhält man sehr leicht 



® xsin2x it 
r 2 + a .2 dx=2 e r ' 



oder för x=\bz, r=.\ab: 

>Q0 z sin bz , ?r 

— - =,«2 = « e~ ab . 



f. 



Die Gleichung (12) giebt ferner för F(2«) — i , /"(i) = i : 



und für F(2*)=l, /•(!)= i: 

2 



woraus für x=?bz, r=*ab folgt: 



f. 



* z tan bz _ rc 
odz = 



Nimmt man nur etwas allgemeinere Formen für die vrillkü'hr- 
Üchen, in unseren Transformationstbeoremen vorkommenden Funk- 
tionen, so gelangt man mit der grössteu Leichtigkeit zu neuen 
Resultaten von off sehr eleganter Gestalt. So z. B. sei in No. (in 

F( 2 *) = /(l + #2»), 

so ist 

Den Werth des Integrales rechts findet man sehr rasch auf 
folgende Weise. Sei 



so folgt durch partielle Differenziation nach k 

2Ä: 2 



(Up {k) P x sdz 
dk -J n ,»+2* 1 



-MV' 
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und der Werth des Integrales rechts ist 

its 
1 + **' 

wie man durch die gewöhnlichen Mittel findet. Es folgt jetxt 



l + ks 



Da aber nach der ursprünglichen Bedeutung von cp(k) die Be- 
ziehung <p(0) = 0 statt findet, so ergiebt sich Const.=0 und 
<p(U) = tt/(1 + &$) ; mithin 

/»• W(l + Ä- 4 tan »*) . ,„ , , t* - e-\ 

Eine ganz analoge Gleichung ergiejbt sich aus dem Theoreme 
(11) für 

F(:*) = /(l + ~) 
unter Anwendung desselben Verfahrens. Man findet nämlich 



* r/(l + A*cot *.r) . . t . e'+e-' ^ 

— jaqp^r— ^=^(1+*^^ -). 



Beide Formeln lassen sich unter der sehr eleganten Gestalt 
darstellen *): 

J o rä^a d* = nl (l+k tghp r), 

® r/(l + A- 2 cot%) 



f. 



r i + x i dx=xl(\+k cthpr). 



*) Bekanntlich hat Herr Prof. Gud ermann für die Ausdrücke 

e?\e—T er—e—r er — e—r er-\-e-* 
2 3 ~~ 2 ' e r -f- e— f ' e r — e— r 

die Bezeichnungen C06/*, &t\r, (Catir, (Tof eingeführt, die, so passend 
sie auch sind, sich nur leider nicht gut im Drucke ausnehmen. Viel* 
leicht empfiehlt sich in dieser Hinsicht die Bezeichnung 

cshpr, snhpr, tghpr, cthpr, 

wus sich eben so gut schreibt als drucken lässt. Der Bezeichnung sin, 
cos, tan, cot gegenüber dienen dann immer drei Buchstaben den gonio- 
metrischen und vier den hyperbolischen Funktionen. Auch schliesst sich 
diess gut an die Jacobi'she Bezeichnung der umgekehrten elliptischen 
Funktionen [jr=sin am (») wenn K = f(x,£)] an. 
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Für ar = oz, r=ab ergeben sich hieraus die etwas allgemei- 
Deren Gleichungen 



f. 



* o/(l + *»tan «fc) , , ril .., /nl 
tf + jt d * = nl l l +* tgnp («*) l 



<fc=rc/[l + A:cthp(^)]. 

Nimmt man z. B. k=l, so erhält man sogleich 

* 

* t 

o ^T7 a - rfi ="\ — 2—; 5 

wie auf anderem Wege Bidone in den Mi s cell. Taur. gefunden 
hat. Man darf hier aber nicht 2/ cos 6z für lcos%z Schreinen wol- 
leo, da diese Funktionen nur für positive cos bz, also nur von 

— ^ bis z-=.y^ identisch sind ; eben so wenig darf man l/An*bz 

durch 2/ sin 6z ersetzen, da beide Funktionen nur von s = 0 bis 

zusammenfallen. 



Bemerkungen Uber einige bestimmte 

Integrale. 

Von * 

Herrn Wilhelm Müsta, 

Lehramts-Candidaten zu Cassel. 



Zur Entwickelung der bestimmten Integrale 

rdx /** xdx 
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welche zuerst von Laplace gegeben wurden, hat man verschie- 
dene Wege eingeschlagen, von denen wohl der als der einfachste 
bezeichnet werden kann, auf welchem man das bekannte Theorem 
von Fourier zu Hülfe nimmt '). 

Weniger Methoden der Herleitung der Werthe von den obi- 
gen der Form nach sehr ähnlichen Integralen 

/co r ßj. /"*cc xdx 

cos ax ^ ^ und / sinaa;^, 

welche zuerst der italienische Geometer Bidone gefunden hat, 
sind bekannt geworden und unter den bekannten keine, welche, 
was Kürze und Einfachheit angeht, der obigen zur Seite gesetzt 
werden könnte. Vielleicht wird deshalb die folgende Art, zur 
Kenntniss dieser bestimmten Integrale zu gelangen, die sich durch 
ihre Kürze und dadurch, dass sie bloss das bekannte Integral 



- sin ax ~ n 



als bekannt voraussetzt, empfiehlt, hier nicht am unrichtigen 
Platze stehen. 

Betrachten wir dasliitegrai / cos ax r i _ ^ x v **° erhellet leicht, 

dass selbiges durch Zerlegen des Nenners unter ^folgende Form 
gebracht werden kann : 



'J „ r+x Jo r — x 



(1) 



Führen wir jetzt im ersten Integrale auf der rechten Seite eine 
neue Veränderliche <p = r-f-a: ein, wodurch d<p=dr und die Grän- 
zen x und 0 resp. in oo und r übergehen, so ergibt sich 

Ebenso ist, wenn wir y = r — x setzen, 

% 

>iun ist nach einem bekannten Satze aus der Theorie der bestimm- 
ten Integrale 

/* X C0Sft (y — r ) « Z* 00 cos a (y—r) > P r c os q(y— r) 



') Supplemente zu Klügeis mathematischem Wörterbtir.he. ThL 1. 
S. 28t. — Schlömilch , Beiträge eur Theorie bestimmter Integrale. S. 3». 

TLv. • 
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und 

J -«. cos a (r-10 ^ = y» ~» cos « (r-jQ ^ + ^° c< > 8 « fr ~ ») ^ 

Durch Vertauschen von ^ mit — ^ wird aher 

y^-gp cosa(r — 1fr) . /*" cosa(r +JfO * 

Daher wird, wenn wir das Zeichen^ in y umsetzen, was bekannt- 
lich erlaubt ist: 

J -* cos a (r - ^ ^ _y»» cos » (r + y) ^ f y*» cos « (r— y) ^ 
"Wir erhalten jetzt durch Addition der Gleichungen (2) und (3): 

J>* cqs q(y-r) ^ _y» cos « (r - ^ 
Z** cosafa — r)„ / >r cosa(<j)— r) a 

=y o _ — dv ,-j o -— e 9 

_ r*co 8 a(r + v) r° cos* (r-tf 

Nach der Theorie der bestimmten Integrale ist aber 

y"*® cosa(r — y)- P r cos a (r — y) 0 
r 9 ^ = T/o 9 < 

/° r cos a (y - r) 

Daher 

« 

y"** cos q(y-r) a r cosn(y-r) 
. T~^-J. — *» 

_ cos a (r + y ) ay r cos«(y-r) ^ 

""i/o* C0S " (9> ~~^ Ö9> ""«/]* C0Sa(r " f " y) 3y 

Die letzten Integrale lassen sich aber wegen der gleichen Inte- 
grationsgränzen zusammenziehen, wodurch sich ergibt: 



(4) 
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y"* x cosa(<p— r) _ cosa(r + qp) fl 

/** cosri(qp— r)— cosa(r+qp) 2 sin ar . sin aqp 

J o 9 o V 9 

. /** sinagp 
= 2.smar / Bcp. 



Bekanntlich ist aber: 

y >flC sin acp ö 7r 



daher nach Gleichung (4) 

y 1 ® cos na:« /** cos aar« tt 7t , 
,.■ &r-f / - — — Mr=2. ir.sinar, 
d t/ 0 r— * * 

und endlich nach Gleichung (1): 



00 rö.? ?t . 

0 r 2 — x* 2 



Der Werth des zweiten Integrals 



TT- 



ard.? 
sin a.? -5 « 



kann auf ganz ähnliche Weise erhalten werden, weshalb ich die 
wirkliche Herleitung nicht beifüge. Man gelangt dazu kürzer durch 
Differentiation des so eben bestimmten Integrals nach a, wodurch 
sich ergibt: 

i 

,CD . xdx n 



f. 



sin ax -5 « = — 5 cos ar. 

r 2 — x 1 2 



2. 



Bei dieser Gelegenheit will ich auf einen Weg aufmerksam 
machen, auf dem man sehr leicht zu dem Werthe des merkwür- 
digen Integrals 

71 



1 COS X . 

X — CXy 

a sin x 



welches von Euler herrührt, gelangen kann. 

Zu diesem Zwecke will ich das unbestimmte Integral 



entwickeln. 



r dx 

J l + a»tg^ 
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1 i l ö* 

Offenbar ist j— t — st — 5=1 5 • — «r — 0, und durch eine 

einmalige Division ergibt sich sofort: 

J+a a tg^-l-a* U " l + ang^*'- 

Daher ist: 

1 < /*a * / Cosa:' 2 - > 

Nach dieser Umsestaltung des Nenners in unserm Integral ergibt 
sich aber mit Rücksicht auf die bekannte Formel 



Sä 



J r+3s=« e, B A ' 



7* 

Wenn wir jetzt das Integral zwischen den Gränzen 0 und 
nehmen, so folgt ganz einfach: 



7t 



dx 1 7t\ TT 1 — TT 1 

0 l+a 2 tg^~ü^ — 2 1-ä*~"'2l + a 

Multipliciren wir jetzt auf beiden Seiten mit da und integriren 
zwischen den Gränzen 0 und a, so erhalten wir: 



TT 



Kehren wir die Reihenfolge der Integrationen um, so ist: 



7t 



P a da /** 1 n 

. V. l + a'tg^V. 5S M **< a **> te = j'< 1 + ,, >- 

Sobald wir aber dem « den Werth 1 geben, erhalten wir unmit- 
telbar das fragliche Integral 



„ t7S=2 /(2) ' 

oder, was dasselbe ist: 
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0 ^rLi=5-ra+<"— r -ö*- ä +i-~] 



=^-/(2tt)+a--«ii)/». 



t/o aLi-^ 1— x n 2 J 



:^-2^/(27T) + (i-.7l0)/7l. 



XIjVIII. 

iscellen. 



Johann Caramuel Von Lobkowitz, Bischof von Vigerano, 

gest. 108*2, von dem gemeldet wird, dass er 30O0O Ketzer bekehrt 
abe, stellte in der von ihm herausgegebenen „Mathesis audax" 
die Behauptung auf, dass man alle theologischen Streitfragen, in- 
sonderheit die in der Lehre de gratia et libero arbitrio, 
einzig und allein durch Lineal und Zirkel lösen könne. 



Druck fehler 

in Tbl. X. Heft I. Nr. X. 
Seite 104, von oben Zeile 11 muss heissen 



l 



cot (2* - 1) j - 

„ 105, von oben Zeile 7 muss hebscn ^-^ = (— ly». 

105, 10 „ „ welche statt welcher. J 



„ 105, von unten „ 1 „ „ ^;)=(— 
Tbl. X. Heft 3. S. 316. Z. 13 statt Ferra s. m. Form. 
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